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1. Topoloogiline muutkond

1.1. Ruum Rn

Ruumi Rn struktuurid, mida meie järgnevas kasutame on

• meetriline ruum;

• topoloogiline ruum;

• eukleidiline ruum;

• afiinne ruum.

Olgu R reaalarvude hulk ja Rn = R× R . . .× R (n-korda). Hulga Rn element x
on reaalarvude järjestatud jada x = (x1, x2, . . . , xn), seega

Rn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1, x2, . . . , xn ∈ R}.

Defineerime kujutust d : Rn × Rn → R valemiga

d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2, (1.1.1)

kus x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn. Hulga Rn suvaliste elementi-
de x, y, z korral kehtivad järgmised omadused:

1. d(x, y) ≥ 0, kusjuures d(x, y) = 0⇔ x = y;
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2. d(x, y) = d(y, x);

3. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (kolmnurga v~orratus).

Omadused 1–3 näitavad, et hulk Rn muutub meetriliseks ruumiks, kui teda va-
rustada kujutusega d. Kujutust d nimetatakse meetrilise ruumi kas kauguse-
funktsiooniks v~oi meetrikaks (metrics). Pidades silmas hulga Rn meetrilist struk-
tuuri, edaspidi hulka Rn nimetame ruumiks, selle elemente punktideks ja arvu
d(x, y) punktide x, y vaheliseks kauguseks. Suvalise punkti x ∈ Rn ja suvalise
reaalarvu ε ∈ R korral ruumi Rn punktihulka

Bn
ε (x) = {y ∈ Rn : d(x, y) < ε} ⊂ Rn,

nimetatakse lahtiseks keraks (kui n = 2, siis lahtist kera sageli nimetatakse
lahtiseks kettaks). Ruumi Rn alamhulka U ⊂ Rn nimetatakse lahtiseks hulgaks,
kui suvalise punkti x ∈ U korral leidub lahtine kera Bn

ε (x) selline, et Bn
ε (x) ⊂ U .

On lihtne kontrollida, et topoloogilise ruumi k~oik aksiomid on täidetud:

1. kogu hulk ja tühi hulk on lahtised hulgad;

2. lahtiste hulkade ühend on lahtine hulk;

3. l~opliku arvu lahtiste hulkade ühisosa on lahtine hulk.

Seega Rn muutub topoloogiliseks ruumiks üldise topoloogia m~ottes.

Hulga Rn meetrilise ruumi ja topoloogilise ruumi struktuur on kirjeldatud. Nüüd
lühidalt tuletame meelde, kuidas tekib vektorruumi struktuur. Kui liitmist ja
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reaalarvudega korrutamist defineerida valemitega

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), λ x = (λx1, λx2, . . . , λxn) (1.1.2)

kus x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn, λ ∈ R, siis Rn muutub
vektorruumiks. Seega Rn on vektorruum üle reaalarvude korpuse R. Vektor-
ruumi elemente nimetame vektoriteks, komponente nimetame vektori koordi-
naatideks ja kui soovime r~ohutada, et tegemist on vektoriga, kasutame tähis-
tust x = (x1, x2, . . . , xn), st kui soovime näidata, et valemis esinev element
on vektor, siis tähistame x. Seega kui tegemist on vektoriga siis kirjutame
x = (x1, x2, . . . , xn). Järgnevas sageli kasutame maatriksarvutust selleks, et
valemite kuju oleks kompaktsem. Vastavates valemites eeldame, et vektori x
koordinaadid moodustavad kas üheveerulise v~oi üherealise maatriksi, st

x = ( x1 x2 . . . xn ), x =


x1

x2

. . .
xn

 .

On teada, et Rn on n-m~o~otmeeline vektorruum. Suvalises abstraktses n-m~o~ot-
meelises vektorruumis puudub kanooniline baas, kuid vektorruumis Rn selline
baas eksisteerib ja ta koosneb baasivektoriteste1, e2, . . . , en, kus

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, 0, . . . , 1). (1.1.3)

Suvaline vektor x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn avaldub baasivektorite kaudu järgmi-
selt

x =
n∑
i=1

xiei = xiei.
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Juhime tähelepanu sellele, et valemis on kasutatud Einsteini summerimiskok-
kulepe (Einsteini summation convention), st kui korrutises indeks i esineb kaks
korda (üks kord alaindeksina ja teine kord ülaindeksina), siis üle korduva indeksi
i summeeritakse.

Vektorruumi Rn eukleidiline struktuur on määratud vektorite skalaarkorrutisega
(inner product)

〈x,y〉 =
n∑
i=1

xi yi, (1.1.4)

kus x = (x1, x2, . . . , xn),y = (y1, y2, . . . , yn) on vektorruumi Rn vektorid. Vek-
tori x = (x1, x2, . . . , xn) pikkust defineeritakse valemiga

‖x‖ =
√
〈x,x〉 =

(
(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn)2

)1/2
. (1.1.5)

On ilmne, et {e1, e2, . . . , en} on eukleidilise ruumi V n ortonormeeritud baas, st
〈ei, ej〉 = δij , kus δij on Kronekeri sümbol. Suvaliste vektorite korral kehtivad
järgmised v~orratused:

|〈x,y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (Cauchy-Schwarz) (1.1.6)
‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (kolmnurga v~orratus) (1.1.7)

Vektorite x ja y vahelist nurka defineeritakse valemiga

cos θ =
〈x,y〉
‖x‖ ‖y‖

, 0 ≤ θ ≤ π, (1.1.8)
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ning valemist (1.1.6) järeldub, et −1 ≤ cos θ ≤ 1. Mainime, et Rn-i meetrilise
ruumi struktuuri ja eukleidilise ruumi struktuuri vahel on teatud seos, mille
v~oime kirjeldada valemiga

d(x, y) = ‖x− y‖. (1.1.9)

Ruumi Rn afiinne struktuur on vähem tuntud. Ruumi Rn afiinse ruumi struktuu-
ri kirjeldamiseks, tuletame meelde afiinse ruumi definitsiooni. Olgu A mittetühi
hulk, mille elemente nimetame punktideks, ja V vektorruum üle korpuse R. Hul-
ka A nimetame afiinseks ruumiks, kui on täidetud järgmised aksioomid (afiinse
ruumi aksiomid):

• on määratud kujutus A× V → A, mis seab igale paarile (x,v) vastavusse
üheselt määratud A punkti, mille tähistame x+ v;

• kehtib x+ (v + w) = (x+ v) + w;

• suvaliste punktide x, y ∈ A korral leidub üks ja ainult üks vektor v selline,
et x+ v = y (vektorit v sageli tähistatakse −→xy).

Vektorruumi V nimetatakse assotsieeritud vektorruumiks. Seega afiinne ruum
on tegelikult paar (A, V ), kus A on afiinne ruum ja V on sellega assotsieeritud
vektorruum. Ruum Rn muutub afiinseks ruumiks (assotsieeritud vektorruum
on eukleidiline ruum Rn), kui defineerime kujutust Rn × Rn → Rn, millest
räägitakse eespool antud definitsiooni esimeses aksioomis, järgmiselt: kui x =
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn ja v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn, siis

(x,v) ∈ Rn × Rn → x+ v = (x1 + v1, x2 + v2, . . . , xn + vn) ∈ Rn.
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Afiinse ruumi struktuuri raames on v~oimalik vaadelda ruumi Rn sirgeid, tasan-
deid ja m-tasandeid. Kui v on null-vektorist erinev vektor ja p ∈ Rn on mingi
punkt, siis punkti p läbivaks sirgeks sihivektoriga v nimetatakse punktihulka
L ⊂ Rn, mis on määratud valemiga

L = {p+ tv : t ∈ R}.

Kui v,w ∈ Rn on kaks mittekollineaarset vektorit, siis tasandiks P ⊂ Rn rihi-
vektoritega v,w nimetatakse punktihulka

P = {p+ t1 v + t2 w : t1, t2 ∈ R}.

Reeperit {o; e1, e2, . . . , en}, kus o on punkt o = (0, 0, . . . , 0), nimetatakse afiin-
se ruumi Rn kanooniliseks reeperiks. Kanooniline reeper indutseerib ruumi Rn

kanoonilise ristkoordinaadisüsteemi, mille teljestik koosneb telgedest

Li = {o+ t ei : t ∈ R}, i = 1, 2, . . . , n.

Järgnevas meie alati eeldame, et ruum Rn on varustatud kanoonilise ristkoor-
dinaadisüsteemiga, mis on konstrueeritud selle ruumi afiinse struktuuri raames.
Ruumi R1 nimetame sirgeks, ja ruumi R2 nimetame tasandiks. Tasandi E2 rist-
koordinaate m~onikord (tavaliselt ülesannetes) tähistame x, y ja kolmem~o~otmelise
ruumi R3 ristkoordinaate tähistame x, y, z.

1.2. Topoloogilise muutkonna m~oiste

Enne topoloogilise muutkonna defineerimist, tuletame meelde üldise topoloogia
m~oningaid m~oisteid. Topoloogilise ruumi T lahtiste hulkade peret S nimetatakse
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selle ruumi lahtise topoloogia baasiks, kui T iga lahtise hulga U korral leiduvad
hulgad Sα ∈ S, α ∈ A, kus A on indeksite mingi hulk, sellised, et U =

⋃
α∈A Sα.

Topoloogilist ruumi T nimetatakse sidusaks (connected) topoloogiliseks ruumiks,
kui ruumi T ei ole v~oimalik esitada kahe (v~oi rohkem) mittetühja lahtise hulga
U, V , mille ühisosa on tühihulk, ühendina, st T = U ∪ V,U ∩ V = ∅. Topo-
loogilist ruumi T nimetatakse joonsidusaks (path-wise connected), kui suvaliste
kahe punkti p, q ∈ T korral leidub neid ühendav pidev joon, st pidev kujutus
γ : [a, b] ⊂ R → T, γ(a) = p, γ(b) = q. Topoloogilist ruumi T nimetatakse ühe-
lisidusaks (simply connected, 1-connected), kui selle ruumi fundamentaalrühm
π1(T) on triviaalne (topoloogilise muutkonna fundamentaalrühma käsitletakse
käesoleva peatüki viimases paragrahvis) ehk, teiste s~onadega, suvalise pideva
kinnise joone γ : [a, b]→ T, γ(a) = γ(b) korral leidub ruumi T teisenduste pidev
parv selline, et joon deformeerub punktiks (piltlikult öeldes, suvalist silmust v~oib
kokku t~ommata üheks punktiks). Ruumi T lahtiste hulkade pere on selle ruumi
lahtise topoloogia baas parajasti siis, kui suvalise punkti x ∈ T ja selle punkti su-
valise ümbruse U korral leidub hulk S ∈ S perest S nii, et x ∈ S ⊆ U .Toploogilise
ruumi T lahtiste hulkade peret {Uα}α∈A, kus iga α korral Uα ⊂ T , nimetatakse
ruumi T lahtiseks katteks, kui

⋃
α∈A Uα = T . Topoloogilist ruumi nimetatakse

kompaktseks, kui iga lahtise kate korral leidub selle katte l~oplik alamkate. Kuna
käesoleva kursuse p~ohiruumiks on topoloogiline ruum Rn tuletame meelde, et
Bolzano-Weierstrassi teoreemist järeldub kompaktsuse kriteerium

Ruumi Rn alamhulk M ⊂ Rn on kompaktne parajasti siis, kui
M on kinnine ja t~okestatud.
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Kujutust φ : T → T′, kus T,T′ on topoloogilised ruumid, nimetatakse homöomor-
fismiks, kui

• φ on bijektsioon;

• φ on pidev kujutus;

• pöördkujutus φ−1 on ka pidev.

Öeldakse, et topoloogilised ruumid T,T′ on homöomorfsed, kui leidub nende
vaheline homöomorfism φ : T → T′. Kui topoloogilised ruumid T, T ′ on ho-
möomorfsed, siis kirjutame T ' T ′. Topoloogia seisukohalt homöomorfsed ruu-
mid on ekvivalentsed. Topoloogilist ruumi nimetatakse Hausdorffi ruumiks (eral-
duvaks ruumiks), kui suvaliste punktide x, y ∈ T korral leidub punkti x ümbrus
U ja punkti y ümbrus V sellised, et U ∩ V = ∅ (teine Hausdorffi eralduvusak-
sioom).

Definitsioon 1.2.1. Topoloogilist ruumi M nimetatakse n-m~o~otmeliseks to-
poloogiliseks muutkonnaks v~oi topoloogiliseks n-muutkonnaks (topological n-
manifold), kui ta rahuldab kolm tingimust:

• M on Hausdorffi ruum;

• ruumis M leidub loenduv baas (teine Hausdorffi loenduvusaksioom);

• M on lokaalselt eukleidiline ruum, st suvalise punkti x ∈M korral leidub
selle punkti ümbrus, mis on homöomorfne ruumi Rn lahtise hulgaga.
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Topoloogilist n-muutkonda M nimetatakse kompaktseks (sidusaks, kaarsidu-
saks, ühelisidusaks), kui M on kompaktne (sidus, joonsidus, ühelisidus) topo-
loogiline ruum. N

Arvu n nimetatakse muutkonna M dimensiooniks ja tähistatakse dimM = n.
Mainime, et üldsust kitsendamata kolmandas tingimuses v~oime ruumi Rn asen-
dada kas lahtise keraga v~oi lahtise kuubiga.

Muutkonna definitsiooni esimesed punktid määravad muutkonna üldist topo-
loogiat. Need tingimused näitavad, et muutkonna üldine topoloogia peab olema
"hea". Tavaliselt nende tingimuste kontroll on lihtne, kuna sageli muutkond on
sellise topoloogilise ruumi alamruum, kus Hausdorffi eralduvusaksioom ja loen-
duvusaksioom on täidetud.

Muutkonna definitsiooni kolmas tingimus on aga tähtis. Kolmanda tingimuse
t~ottu muutkonnal tekib väga tähtis struktuur, mida nimetatakse lokaalseks kaar-
diks v~oi lokaalseks koordinaadisüsteemiks. T~oepoolest suvalise punkti x ∈ M
korral leidub selle punkti ümbrus U ⊂ M , ruumi Rn lahtine hulk U ′ ⊆ Rn ja
homöomorfism φ : U → U ′. Kui q ∈ U , siis

q ∈ U 7→ φ(q) = (x1(q), x2(q), . . . , xn(q)) ∈ U ′ ⊂ Rn. (1.2.1)

Seega muutkonna ümbruse U igale punktile q vastab reaalarvude järjestatud ja-
da x1(q), x2(q), . . . , xn(q), kusjuures need arvud s~oltuvad punktist q, st nad on
punkti q funktsioonid. Arvestades, et vastavus 1.2.1 on bijektiivne ja ta säilitab
U topoloogiat näeme, et ümbruse U punktid on korrektselt parametriseeritud
ruumi Rn punktidega. Seega arve x1(q), x2(q), . . . , xn(q) v~oime vaadelda punk-
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ti q koordinaatidena. Seega muutkonnal on määratud lokaalne koordinaadisüs-
teem ja seet~ottu paari (U, φ) nimetatakse n-muutkonna M lokaalseks kaardiks
v~oi lokaalseks koordinaadisüsteemiks. Kuna x1, x2, . . . , xn on ümbruse U punk-
ti funktsioonid, neid nimetatakse lokaalse kaardi koordinaatfunktsioonideks v~oi,
lihtsustades terminoloogiat, lokaalseteks koordinaatideks. On ilmne, et iga koor-
dinaatfunktsioon xi on pidev funktsioon.

Lokaalsete kaartide kogumit {(Uα, φα)}α∈A nimetatakse muutkonnaM atlaseks,
kui lahtised ümbrused Uα moodustavad muutkonna M lahtise katte, st

M =
⋃
α

Uα.

Esimesel pilgul paistab, et definitsioon 1.2.1 ei ole märkimisväärne, kuna temas
defineeritakse topoloogiliste ruumide ühte klassi, kusjuures tegemist on spet-
siaalse klassiga, mis on kitsendatud rangete tingimustega. Üldise topoloogia sei-
sukohalt see on ~oige, kuna n-muutkonna topoloogia lahtiste hulkade m~ottes on
üsna triviaalne. Miks siis topoloogiliste muutkondade teooria on alati aktuaalne,
kiiresti arenev ja populaarne uurimisvaldkond? P~ohjuseks on see, et n-muutkond
on geomeetrilise pinna üldistus, ja kui räägitakse muutkonna topoloogiast, siis
peetakse silmas muutkonna globaalset struktuuri. Peale seda, osutub, et topo-
loogiliste muutkondade teoria on väga tähtis teistes matemaatika valdkondades,
teoreetilises füüsikas ja mehaanikas.

Näide 1.2.2. Topoloogilise n-muutkonna k~oige lihtsam näide on ruum Rn. T~oe-
poolest, üldises topoloogias näidatakse, et ruumi Rn on Hausdorffi ruum ja temas
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leidub lahtise topoloogia loenduv baas, seega definitsiooni 1.2.1 esimesed kaks
tingimust on täidetud. Kolmas tingimus on ka täidetud, kuna homöomorfismiks
v~otame samasuskujutuse id : Rn → Rn. Kui topoloogiline n-muutkond M on
homöomorfne ruumiga Rn (v~oi selle lahtise keraga B ⊂ Rn), siis öeldakse, et M
on triviaalne n-muutkond.

Näide 1.2.3. Ruumi Rn iga lahtine hulk U ⊂ Rn on topoloogiline ruum (topo-
loogilise ruumi Rn topoloogiline alamruum). On lihtne näidata, et U on topoloo-
giline n-muutkond. T~oepoolest, definitsiooni 1.2.1 esimesed tingimused on täide-
tud, kuna U on topologilise ruumi Rn topoloogiline alamruum. Kolmas tingimus
on ka täidetud, kuna homöomorfismiks v~otame id : U → U . Antud näide pais-
tab olevat lihtne ja triviaalne, kuid tegelikult ta annab v~oimaluse topoloogiliste
muutkondade suure klassi konstrueerimiseks, kusjuures selle klassi topoloogili-
sed muutkonnad on mittetriviaalsed. T~oepoolest, oletame, et kolmem~o~otmelises
ruumis R3 on antud s~olm K (knot) (vt joonis 16 (b)), st kolmnem~o~otmelises
ruumis asetsev joon, ta on ilma enesel~oikamisteta ja s~olme nimetatakse mitter-
tiviaalseks, kui teda ei saa pidevate teisenduste abil (katki rebima ei tohi) teha
ringjooneks. S~olm, kui punktihulk on kinnine hulk R3 topoloogias. Järelikult
s~olme täiend kolmem~o~otmelises ruumis M = R3 \K on ruumi R3 lahtine alam-
hulk, järelikultM on kolmem~o~otmeline topoloogiline muutkond. On ilmne, mida
keerulisem on s~olme struktuur, seda keerulisem on vastava muutkonna struk-
tuur. Ülalpool kirjeldatud kolmem~o~otmelise muutkonna konstruktsioon näitab,
et selliste muutkondade klassifikatsioon on tihedalt seotud s~olmede teooriaga.
S~olmede teooria tähtsaimaks probleemiks on s~olmede klassifikatsioon ja ta on
olnud raskeks probleemiks alates 19. sajandist. Esimesed katsed s~olmede klas-
sifitseerimiseks olid inspireeritud Lord Kelvin (väljapaistev füüsik, 1824 - 1907)
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Joonis 1: Trefoil knot
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poolt, kes arvas, et aatomid on eetri (hüpoteetiline maailmaruumi täiteaine) kee-
rised s~olme struktuuriga. Kasutades oma teooriat Lord Kelvin püüdis leida sea-
duspärasust Mendelejevi elementide perioodilisussüsteemis ja selleks tal oli vaja
s~olmede klassifikatsiooni. Tema palvel matemaatik Peter Guthrier Tait hakkas
uurima s~olmi ja ta koostis s~olmede esimesi tabeleid. Oluline läbimurd s~olmede

Joonis 2: S~olmede tabel, enesel~oikamiste arv 0 kuni 7, Alexander tähistused

teoorias oli tehtud eelmise sajandi esimesel poolel, kui ameerika matemaatik
James Waddell Alexander (1888 - 1971) konstrueeris s~olmede polünomiaalseid
invariante, mida praegu nimetatakse s~olme Alexander’i polünoomideks.
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Joonis 3: Reidemeister move 1
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Joonis 4: Reidemeister move 2

Joonis 5: Reidemeister move 3
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Joonis 6: (a) 2-muutkond on tasandi lahtine alamhulk, mis asetseb joonte C ja
C ′ vahel; (b) 3-muutkond, mis on saadud kahe s~olme eemaldamisega ruumist R3

Näide 1.2.4. Mittetriviaalse muutkonna lihtsaimaks näiteks tasandi korral on
ühikringjoon S1 ja kolmem~o~otmelise ruumi korral on ühiksfäär S2. Ühikringjoont
S1 määrame v~orrandiga

(x1)2 + (x2)2 = 1,

ja ühiksfäär on kolmem~o~otmelise ruumi R3 punktihulk, mille iga punkti x =
(x1, x2, x3) koordinaadid rahuldavad v~orrandit

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1. (1.2.2)

Järelikult
S1 = {x = (x1, x2) ∈ E2 : ||x|| = 1} ⊂ E2,

S2 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : ||x|| = 1} ⊂ R3.
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Järgnevas meie kasutame n-m~o~otmelise ühiksfääri m~oistet, mille definitsioon on
järgmine: n-m~o~otmeliseks ühiksfääriks nimetame ruumi Rn+1 punktihulka, mille
iga punkti x = (x1, x2, . . . , xn+1) koordinaadid rahuldavad v~orrandit

(x1)2 + (x2)2 + . . .+ (xn+1)2 = 1.

Seega
Sn = {x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : ||x|| = 1}.

Näitame, et S2 on 2-muutkond. Definitsiooni 1.2.1 esimesed kaks tingimust on
täidetud, kuna ühiksfääri topoloogia on indutseeritud ruumi R3 topoloogiaga.
Näitame, et ühiksfäär on lokaalselt eukleidiline. Selleks konstrueerime ühiksfääri
lahtise kate järgmiselt: tähistame S2

xi>0
(S2
xi<0

) ühiksfääri sellist punktihulka,
mille iga punkti i-s koordinaat rahuldab tingimust xi > 0 (xi < 0). On ilmne,
et meil on kuus hulka:

S2
x1>0, S

2
x2>0, S

2
x3>0, S

2
x1<0, S

2
x2<0, S

2
x3<0, (1.2.3)

kusjuures k~oik hulgad on lahtised sfääri topoloogia suhtes. Kehtib

(
3⋃
i=1

S2
xi>0)

⋃
(

3⋃
i=1

S2
xi<0) = S2,

st lahtiste hulkade pere on ühiksfääri lahtine kate. Näitame, et iga hulk sellest
perest on homöomorfne E2 lahtise hulgaga (vt joonis 2). V~otame, näiteks, hulga
S2
x3>0 ja projekteerime selle hulga punktid (x1, x2)-koordinaattasandile ristpro-

jektsiooni abil, st

φ+
3 : x = (x1, x2, x3) ∈ S2

x3>0 → φ+
3 (x) = x′ = (x1, x2, 0) ∈ (x1, x2)− tasand.
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Joonis 7: (a) (b)

On ilmne, et φ+
3 : S2

x3>0 → D2 on homöomorfism, kus D2 = {(x1, x2) ∈ E2 :
(x1)2 + (x2)2 < 1}. Analoogiliselt näitame, et pere k~oik teised hulgad on ho-
möomorfsed tasandi lahtiste hulkadega. Seega, S2 on topoloogiline 2-muutkond.
Sfäär S2 on kaetud kuue kordinaadikaardiga ja kogumit

AS = {(S2
xi>0, φ

+
i ), (S2

xi<0, φ
−
i )}3i=1,

nimetatakse sfääri atlaseks. On ilmne, et atlaseid on l~opmata palju ja nende seas
on atlaseid kaartide minimaalse arvuga. Kui kaks koordinaadikaardi kuuluvad
ühte atlasse ja nende ühisosa ei ole tühi, siis muutkonna vastavas piirkonnas
meil on kaks koordinaadisüsteemi, st igale punktile vastavad ühes koordinaadi-
süsteemis koordinaatide komplekt, ja teises. On ilmne, et ühe koordinaadisüstee-
mi koordinaadid avalduvad teise koordinaadisüsteemi kaudu ja vastavaid funkt-
sioone nimetatakse antud atlase kas üleminekufunktsioonideks (ühest koordi-
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naafisüsteemist teisse) v~oi koordinaadikaartide kokkukleepimise funktsioonideks.
Vaatame, millised on eespool konstrueeritud sfääri atlase kokkukleepimise funkt-
sioonid. Näiteks, vaatleme kahte koordinaadikaarti (S2

x3>0, φ
+
3 ), (S2

x2>0, φ
+
2 ). Keh-

tib S2
23 = S2

x3>0

⋂
S2
x2>0 6= ∅. Seega, kui p = (p1, p2, p3) ∈ S2

23, siis tähistame

φ+
3 (p) = (ξ1(p), ξ2(p)), koordinaadid ühe kaardi suhtes

ja
φ+

2 (p) = (η1(p), η2(p)). koordinaadid teise kaardi suhtes

On ilmne, et ξ1(p) = p1, ξ2(p) = p2 ja η1(p) = p1, η2(p) = p3. Kuna p on sfääri
punkt, tema koordinaadid rahuldavad sfääri v~orrandit, seega

p3 =
√

1− (p1)2 − (p2)2.

Siit leiame, kuidas ühed lokaalsed koordinaadid avalduvad teiste lokaalsete koor-
dinaatide kaudu

η1 = ξ1, η2 =
√

1− (ξ1)2 − (ξ2)2, (1.2.4)

ja sellega kahe koordinaadikaardi kokkukleepimise funktsioonid on leitud. Lisaks
mainime, et kujutuse 1.2.4 määramispiirkond on (ξ1)2 + (ξ2)2 < 1, ξ2 > 0 ja
muutumispiirkond on (η1)2 + (η2)2 < 1, η2 > 0.

Bolzano-Weierstrassi kriteeriumi järgi S2 on kompaktne muutkond. Seet~ottu S2

ei saa olla homöomorfne ruumiga E2 ja seega S2 on mittetriviaalne muutkond.
Seega, sfääri ei saa kata ühe koordinaadisüsteemiga! Seega, sfäär on ühelisidus,
kompaktne 2-muutkond.
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Näide 1.2.5. Meenutame, et pöördpinnaks ruumis R3 nimetatakse pinda, mis
saadakse joone γ pör̈amise ümber telge abil. Näiteks, kui (yz)-koordinaattasandil
on antud joon γ määratuna (ilmutamata) v~orrandiga f(y, z) = c, kus selle joone
suvalise punkti korral kehtib y ≥ 0 ja c on reaalarv, siis selle joone pööramisel
ümber z-koordinaattelge tekib pöördpind, mille v~orrand on f(

√
x2 + y2, z) = c.

Kui joon on määratud parameetrilise v~orrandiga γ(t) = (y(t), z(t)), t ∈ I, kus
y(t) ≥ 0 iga parameetri t väärtuse korral ja I ⊆ R, siis pöördpinna parameetriline
v~orrand on

r(u, v) = (y(u) cos(v), y(u) sin(v), z(u)), u ∈ I, v ∈ [0, 2π].

Tooriks (r~ongaspinnaks) T 2 nimetatakse pöördpinna, mis tekib ringjoone pöö-
ramisel ümber telge. Kui, näiteks, ringjooneks on valitud ühikringjoon, mis asub
(yz)-koordinaatasandil ja mille keskpunkt on punkt koordinaatidega (0, 2, 0), siis
toori v~orrand on üsna kohmakas

x2 + y2 + z2 + 3 = 4
√
x2 + y2,

v~oi saades lahti ruutjuurest

x4 + y4 + z4 + 2x2y2 + 2x2z2 + 2y2z2 − 10x2 − 10y2 + 6z2 + 9 = 0.

Toori parameetriline v~orrand on meeldivam

r(u, v) = (cosu cos v + 2 cos v, cosu sin v + 2 sin v, sinu), 0 ≤ u, v ≤ 2π.

T~oestame, et toor T 2 on 2-muutkond kasutades normaalvektorit nii, nagu on see
näidatud joonisel 2. Mainime, et toor on sidus (kuid mitteühelisidus!) kompaktne
ja mittetriviaalne 2-muutkond.
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Meenutame, et topoloogilist ruumi T nimetatakse normaalseks topoloogiliseks
ruumiks, kui suvaliste kinniste hulkade K,L ⊂ T korral leiduvad nende ümbru-
sed U, V (lahtised hulgad K ⊂ U,L ⊂ V ) nii, et U

⋂
V = ∅. Topoloogilist ruumi

T nimetatakse metriseeritavaks ruumiks, kui ruumi T saab teha meetriliseks
ruumiks varustades teda meetrikaga d nii, et ruumi T topoloogia on indutsee-
ritud meetrikaga d. Järgmine teoreem (ilma t~oestuseta) kirjeldab topoloogilise
muutkonna topoloogiat (üldise topoloogia m~ottes):

Teoreem 1.2.6. Kui M on topoloogiline n-muutkond, siis M on lokaalselt si-
dus, lokaalselt kompaktne, normaalne, metriseeritav topoloogiline ruum, ja M on
loenduva kogumi kompaktsete alamhulkade ühend.

Topoloogilise muutkonna definitsioonis on tegelikult üks nüanss. Nimelt, meie
vabalt opereerime sellise m~oistega, nagu topoloogilise muutkonna dimensioon.
Muutkonna dimensiooniks meie nimetame mudelruumi Rn dimensiooni n. Kuid
selleks, et dimensiooni m~oiste oleks korrektne, tuleb näidata, et arv n on üks ja
sama iga muutkonnaM punkti korral, sest, kui leidub punkt p ∈M ja selle ümb-
rus U , mis on homöomorfne lahtise hulgaga U ′ ⊂ Rm,m 6= n, siis dimensiooni
m~oistes ei ole m~otet. Dimensiooni küsimus on keeruline, ja selles kursuses meie
ainult mainime, et dimensiooni m~oiste korrektsus tugineb Brouwer’i teoreemile

Teoreem 1.2.7. (Brouwer’i teoreem ruumi Rn piirkonna invariantsusest) Kui
U ⊂ Rn on ruumi Rn lahtine alamhulk ja φ : U → Rn on bijektiivne ja pidev
kujutus, siis alamhulga U kujutis V = φ(U) ⊂ Rn on lahtine hulk ja φ on
homöomorfism U ja V vahel.

Mainime, et piirkonna invariantsuse teoreemist järeldub, et lahtine hulk U ⊆ Rn

ei saa olla homöomorfne lahtise hulgaga V ⊆ Rm,m < n.
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1.3. Muutkond rajaga. Kokkukleepimine ja lahtil~oikamine

Poolsfäär S2
z≥0 ja silinder C̄2

h k~orgusega h, kus

C̄2
h = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ h, h ∈ R+},

on 2-muutkonna rajaga lihtsad näited. Lahtine poolsfäär S2
x3>0 ja lahtine silinder

C2
h, kus

C2
h = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, 0 < z < h, h ∈ R+},

on 2-muutkonnad. Kui lahtist poolsfääri täiendame ekvaatori punktidega (ek-
vaatoriks nimetame ühiksfääri ja (x, y)-koordinaattasandi l~oikejoont ning tähis-
tame L), siis poolsfäär S2

z≥0 = S2
z>0 ∪ L on kinnine hulk ruumi R3 topoloogias.

Mainime, et ekvaatori L punktid moodustavad ühikringjoone, seega see on ühe-
dimensionaalne muutkond. Lahtist silindrit C2

h täiendame kahe ringjoone L1, L2

punktidega, kus

L1 = {(x, y, z) : x2 + y2 = 1, z = 0} L2 = {(x, y, z) : x2 + y2 = 1, z = h}.

Silinder C̄2
h = C2

h

⋃
L1
⋃
L2 on kinnine punktihulk. Mainime, et L1, L2 on

ühikringjooned, seega L1 ∪ L2 on homöomorfne 1-muutkonnaga S1
⋃
S1. Jä-

relikult vaadeldud pindade korral tegemist on olukorraga, kus osa punkte moo-
dustab 2-muutkonna ja osa punkte moodustab 1-muutkonna. Sellist struktuuri
nimetame muutkonnaks rajaga ja käesolevas punktis anname sellise struktuuri
definitsiooni.

Eespool toodud näitede üldistamiseks, defineerime ruumi Rn kaks alamruumi
Hn ja ∂Hn järgmiselt:

Hn = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xn ≥ 0} ⊂ Rn. (1.3.1)

http://sites.google.com/site/globalanalysisut/


Home Page

JJ II

J I

Page 26 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit

∂Hn = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xn = 0}. (1.3.2)

On ilmne, etHn\∂Hn on n-muutkond, kuna suvalise punkti p ∈ Hn\∂Hn korral
leidub selle punkti ümbrus, mis on homöomorfne Rn lahtise hulgaga. Analoo-
giliselt ∂Hn on ruumiga Rn homöomorfne (n− 1)-muutkond. Muutkonda ∂Hn

nimetatakse Hn rajaks.

Definitsioon 1.3.1. Topoloogilist ruumi M nimetatakse n-muutkonnaks ra-
jaga (manifold with boundary), kui M on Hausdorffi ruum lahtise topoloogia
loenduva baasiga ja suvalise punkti p ∈ M korral on täidetud üks ja ainult üks
järgmistest tingimustest:

• leidub punkti p ümbrus U ⊂ M ja homöomorfism φ : U → U ′ selline, et
kehtib U ′ ⊂ Hn \ ∂Hn;

• leidub punkti p ümbrus U ja homöomorfism φ : U → U ′, kus U ′ ⊂ Hn ja
φ(p) ∈ U ′

⋂
∂Hn.

Kui punkt p rahuldab esimest tingimust, punkti p nimetatakse muutkonna M
sisepunktiks. Kui punkt p rahuldab teist tingimust, punkti nimetatakse muut-
konna M raja punktiks. N

Raja punktide hulka tähistatakse ∂M ja nimetatakse muutkonna M rajaks. On
v~oimalik näidata, et muutkonna raja ∂M on (n− 1)-muutkond.

Muutkondi rajaga v~oib kasutada uute muutkondade konstrueerimiseks. Selleks
kasutatakse muutkondade sidusa summa m~oistet. Oletame, etM,N on n-muut-
konnad rajaga, kusjuures iga muutkonna raja on sidus ja rajad ∂M, ∂N on
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homöomorfsed, st φ : ∂M → ∂N on homöomorfism. Kaks punkti p ∈M, q ∈ N
nimetame ekvivalentseteks ja tähistame p ∼ q, kui p ∈ ∂M, q ∈ ∂N ning q =
φ(p).

Definitsioon 1.3.2. Olgu M
⋃
N muutkondade ühisosata ühend. Muutkon-

dade M,N sidusaks summaks nimetame topologilist ruumi M
⋃
N/∼ (faktor-

ruumi topoloogiaga) ja tähistame M]N .

On v~oimalik näidata, et M]N on n-muutkond (ilma rajata). Näitame, kuidas
sidusat summat saab rakendada uute pindade konstrueerimisel. Kahe poolsfääri
sidus summa on sfäär (vt joonis 3). Analoogiliselt kui moodustame silindri ring-

Joonis 8: Kahe poolsfääri sidus summa on sfääri

joonte L1, L2 sidusa summa, siis tulemuseks on pind, mida nimetatakse tooriks
v~oi r~ongaspinnaks ja tähistatakse T 2 (vt joonis 4).

Järgmine konstruktsioon üldistab ülalpool kirjeldatud pindasid. V~otame ühiks-
fääri S2 ja l~oikame välja 2n (paaris arv) lahtist ketast (vt 15). Tekib 2-muutkond
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Joonis 9: Toru otsade kokkukleepimine annab s~o~oriku.

rajaga, kusjuures selle muutkonna raja on ringjoonte ühend. Nüüd v~otame ühe
silindri, valime sfääril kaks ringjoont, mis on tekkinud ketaste väljal~oikamisel,
ja sfääri külge kleepime silindrit, samastades selle silindri raja ringjooni valitud
ringjoontega sfääril. Kordame kirjeldatud protseduuri n korda. Konstrueeritud
pinda nimetatakse sangadega sfääriks ja tähistatakse S2

n. Arv n on sangadega
sfääri liik.

K~oik ülalpool vaadeldud 2-muutkonnad on eukleidilise ruumi R3 punktihulgad,
st S2 ⊂ R3, T 2 ⊂ R3, S2

n ⊂ R3. Kui 2-muutkond asub kolmem~o~otmelises ruumis,
st ta on ruumi R3 punktihulk, siis on loomulik ta nimetada pinnaks. Juhime tä-
helepanu sellele, et topoloogilise muutkonna definitsioonis ei n~outa, et muutkond
oleks mingi ruumi RN punktihulk. Seega topoloogilise 2-muutkonna m~oiste on
üldisem, kui pinna m~oiste. Selles m~ottes v~oib öelda, et pind on topoloogilise 2-
muutkonna erijuht. Kui 2-muutkond on konstrueeritud nii, et ta ei ole ruumi R3
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Joonis 10: Sangadega sfäär

punktihulk (st muutkonna konstrueerimisel meie ei kasuta ruumi R3), siis tekib
huvitav küsimus kas konstrueeritud muutkond on realiseeritav kolmem~o~otmelises
ruumis asuva pinna abil? Teiste s~onadega, kas leidub selline pind, et 2-muutkond
on homöomorfne selle pinnaga. Kui see on v~oimalik, siis 2-muutkonda v~oib sa-
mastada vastava pinnaga ja edaspidi nimetada pinnaks. Ülalpool püstitatud kü-
simus on tähtis 2-muutkonna 3D visualiseerimiseks.

Muutkondade konstrueerimiseks sageli kasutatakse faktor-ruumi m~oistet ja faktor-
ruumi topoloogiat. Oletame, et tasandil R2 on antud ruut D = [0, 1] × [0, 1].
Selle ruudu külgede punkte samastades, v~oime konstrueerida järgmiseid 2-muut-
kondasid: silinder, Möbiuse leht, toor, Kleini pudel (vt joonis 7). Juhime tähele-
panu sellele, et Kleini pudel on korrektselt defineeritud 2-muutkond, kuid meie
ei saa ta homöomorfselt sisestada ruumi R3, st Kleini pudelit ei ole v~oimalik
esitada pinnana ruumis R3. Topoloogiliste muutkondade klassis on väga tähtis
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Joonis 11: Silinder, Möbiuse leht, toor, Kleini pudel
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orienteeritavate muutkondade alamklass. Orientatsiooni range definitsiooni an-
name hiljem ja selles punktis ainult seletame kvalitatiivselt, millist 2-muutkonda
nimetatakse orienteeritavaks. Kui pinna igas punktis on määratud ühiknormaal-
vektor (ühikvektor, mis on risti pinna puutujatasandiga selles punktis) nii, et
ühiknormaalvektor s~oltub pidevalt pinna punktist, siis vastavat pinda nimeta-
me orienteeritavaks. On ilmne, et sfäär, toor, silinder on orienteeritavad pinnad,
kuid Möbiuse leht ei ole.

Topoloogiliste muutkondade teoorias tsentraalne probleem on muutkondade klas-
sifitseerimine homöomorfismi täpsusega, st muutkonnad on ekvivalentsed, kui
nad on homöomorfsed. Topoloogiliste muutkondade klassifitseerimiseks kasuta-
takse topologilisi invariante. Muutkonna topoloogiliseks invariandiks v~oib olla
arv (Euleri karakteristik, Betti arvud), rühm (fundamentaalrühm, homotoopia-
rühm, homoloogia rühm, kohomoloogia rühm), polünoom (Jones’i s~olmede polü-
noomid, neljam~o~otmeliste muutkondade Donaldsoni polünoomid). Arvu, rühma,
polünoomi nimetatakse muutkonna topoloogiliseks invariandiks, kui homöomorf-
sete muutkondade korral vastavad arvud on v~ordsed, rühmad on isomorfsed ja
polünoomid on v~ordsed. Kui ~onnestub leida topoloogiliste invariantide komplekt
selline, et igale homöomorfsete muutkondade klassile vastab üks ja ainult üks
invariantide väärtuste komplekt, kusjuures erinevate klasside korral invariantide
väärtuste komplektid on ka erinevad, siis klassifikatsioon on täielik.

Dimensioonis üks topoloogiliste muutkondade klassifikatsioon on üsna lihtne. Iga
sidus, kompaktne 1-dimensionaalne muutkond on homöomorfne ringjoonega S1.
Kui loobuda muutkonna kompaktsusest, siis ta on homöomorfne R. Järelikult
kehtib
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Teoreem 1.3.3. Iga ühedimensionaalne sidus topoloogiline muutkond on homö-
omorfne kas ühikringjoonega S1 (kui ta on kompaktne) v~oi R (kui ta on mitte-
kompaktne).

Topoloogiliste muutkondade klassifitseerimine dimensioonis kaks on veidi keeru-
lisem ja tugineb topoloogilisele invariandile. Kui topoloogiline 2-muutkondM on
homöomorfne p sangaga sfääriga, siis arvu p nimetatakse muutkonna M liigiks
(geenuseks) (genus). Osutub, et liik (geenus) on muutkonna topoloogiline inva-
riant, st kui muutkonna M liik on p, muutkonna N liik on q ja muutkond M on
homöomorfne muutkonnaga N , siis p = q. Vastupidi, kui p 6= q, siis muutkond
M ei ole homöomorfne muutkonnaga N . Kehtib

Teoreem 1.3.4. Iga kompaktne, sidus orienteeritav 2-muutkond on homöomorf-
ne sangadega sfääriga ja selle sfääri sangade arvu nimetatakse topoloogilise muut-
konna liigiks. Kui 2-muutkondade liigid on v~ordsed, siis nad kuuluvad homöomorf-
sete muutkondade ühte klassi ja, vastupidi, kui liigid on erinevad, siis vastavate
homöomorfsete muutkondade klasside ühisosa on tühi.

Järelikult kui 2-muutkond on

• kompaktne,

• joonsidus,

• orienteeritav,

siis sellise muutkonna korral on määratud tema geenus ehk liik p ≥ 0 ja geenus
määrab selliste muutkondade täielikku klassifikatsiooni. On v~oimalik t~oestada,
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et 2-muutkonna geenus on p = 0 parajasti siis, kui 2-muutkond on kompaktne ja
ühelisidus. Mainime, et kompaktset ilma rajata muutkonda sageli nimetatakse
kinniseks 2-muutkonnaks (closed manifold). Seega kehtib

Teoreem 1.3.5. Kompaktne ühelisidus 2-muutkond on homöomorfne ühiksfääriga.
(Every closed simply connected 2-manifold is homeomorphic to sphere S2)

Kui ei n~oua, et oleks täidetud viimane tingimus (orienteeruvus), siis 2-muut-
kondade klass laieneb, ja sellise klassi klassifikatsioonis kasutatakse projektiivset
tasandit, millest räägitakse järgmises punktis. Siin tuleb mainida, et muutkon-
dade dimensiooniga n ≥ 3 teooria on kaasaegse matemaatika üheks tsentraalseks
valdkonnaks ja aktiivselt areneb, mis on p~ohjustatud sellega, et antud valdkond
on tähtis rakendustes (teoreetilises füüsikas ja mehaanikas).

L~opetuseks räägime Poincaré hüpoteesist. Prantsuse matemaatiku Henri Poi-
ncaré (1854 - 1912) hüpoteesi (1904) s~onastus on järgmine:

Iga kompaktne ühelisidus kolmem~o~otmeline topoloogiline muut-
kond on homöomorfne sfääriga S3.Every closed simply connected
3-manifold is homeomorphic to sphere S3

Hiljem Poincaré hüpoteesiks hakkati nimetama ülalmainitud väidet suvalise n ≥
3 korral, s.t. iga kompaktne ühelisidus n-m~o~otmeline topoloogiline muutkond on
homöomorfne sfääriga Sn, n ≥ 3. Poincaré probleemi uurimine näitas, et selle
probleemi kolmem~o~otmeline variant on k~oige raskem. Poincaré probleem dimen-
sioonis kolm oli lahendatud 2006. aastal ja see oli sensatsioon, millest kirjutati
k~oikides suurtes rahvusvahelistes ajalehtedes. Selle probleemi lahendusest ja G.
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Perelmanist, kes lahendas Poincaré probleemi, kirjutatakse käesoleva peatüki
viimases punktis.

1.4. Projektiivne ruum ja Grassmanni muutkond

Eelmistes punktides meie nägime, et topoloogilise muutkonna konstrueetrimise
üheks meetodiks on v~orrandite abil, nt sfäär. Selliste muutkondade klassi kuu-
luvad ka k~oik teist järku pinnad ellipsoid, hüperboolne paraboloid, ühekatte-
line hüperboloid ja teised. Saab t~oestada, et kui funktsioon f : U → R, kus
U ⊂ Rn+1 on funktsiooni määramispiirkond, on heade omadustega funktsioon,
siis v~orrandi f(x1, x2, . . . , xn+1) = c, kus c on mingi reaalarv, lahendihulk ruumis
Rn+1 on topoloogiline n-muutkond, mida nimetatakse funktsiooni f tasemepin-
naks v~oi hüperpinnaks ruumis Rn+1. Juhime tähelepanu sellele, et nii konstruee-
ritud muutkond on ruumi Rn+1 alamhulk, st asub vastavas ruumis, sest meie
algusest peale eeldame, et on antud eukleidiline ruum Rn+1. Selle kohta öeldak-
se, et muutkond on sisestatud eukleidilisse ruumi (hiljem anname sisestamise
ranget definitsiooni). Tasemepindade klass on üsna suur ja üli~opilastel sageli
jääb mulje, et sellega on lugu l~opetatud. Tegelikult nii ei ole ja muutkondade
klass on laiem. Muutkondasid v~oib konstrueerida ka teisiti, abstraktselt ilma
oletuseta, et muutkond on eukleidilise ruumi mingi alamhulk. Kui muutkond on
juba korrektselt konstrueeritud ja meie näitasime, et see on t~oepoolest muut-
kond, siis järgmiseks sammuks v~oime proovida ta sisestada eukleidilisse ruumi,
st realiseerida pinnana eukleidilises ruumis. Kuid siin tuleb arvestada, et saadud
pinna ei tohi samastada muutkonnaga, kuna pind on muutkonna topoloogiline
mudel ja selle mudeli ehitus s~oltub sellest, mis moel me sisestame muutkonda
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Joonis 12: Homöomorfsed v~oi mitte?

http://sites.google.com/site/globalanalysisut/


Home Page

JJ II

J I

Page 36 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit

eukleidilisse ruumi. Muutkonna kujutist ruumis R3 kasutatakse muutkonna vi-
sualiseerimiseks, kuid siin peame olema ettevaatlikud, kuna muutkonna kujutis
ruumis R3 s~oltub sellest, kuidas meie sisestame muutkonda R3 (m~onikord see ei
ole isegi v~oimalik, nt Kleini pudeli v~oi projektiivse ruumi korral) ja kujutised on
m~onikord petlikud (vt joonis 8, kus muutkonnad on homöomorfsed, kuid joonisel
paistab, et ei ole).

Abstrakse muutkonna konstrueerimiseks kasutame projektiivset ruumi. Pro-
jektiivse ruumi m~oiste tekib projektiives geomeetrias, mis on omaette tähtis
kaasaegses matemaatikas, mitte ainult projektiivse ruumi t~ottu. Ajalooliselt pro-
jektiivse geomeetria rajaja oli prantsuse inseneer ja arhitekt Gérard Desargues
(1591–1662), kes publitseeris 1639. aastal teost Brouillon projet d’une atteinte
aux événements des rencontres d’une cone avec un plan1, kus pani alust projek-
tiivsele geomeetriale. Raamatu lugemine oli üsna raske, kuna autor kasutas oma
terminoloogiat, mille terminid suures osas olid v~oetud taimeteadusest. Teose ti-
raaž oli väike ja teos jäi tundmatuks tolleaegsetele matemaatikutele. Isegi kaks
sajandit hiljem prantsuse matemaatik Michel Chasles, kes kirjutas monograa-
fiat geomeetria arengust, mitte midagi ei kirjutanud G. Desargues’ist. Huvitav
on see, et G. Desargues teose retsensent kritiseeris kasutatavat terminoloogiat
ja oma kriitika objektiks valis s~ona involutsioon, ja tänu tema kriitikale antud
termin jäi matemaatikasse.

Projektiivse ruumi kirjeldust alustame ruumist Rn+1. V~otame kasutusele tä-
histust Rn+1

0 = Rn+1 \ {0} (ruum eemaldatud alguspunktiga, punctured space).
Kaks punkti x, y ∈ Rn+1

0 nimetame ekvivalentseteks ja tähistame x ∼ y, kui
1Proposed Draft of an Attempt to Deal with the Events of the Meeting of a Cone with a

Plane
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leidub reaalarv t ∈ R, t 6= 0 nii, et

x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∼ y = (y1, y2, . . . , yn+1)⇔ xi = t yi. (1.4.1)

Kui tingimus (1.4.1) on täidetud, siis lühidalt seda tähistame x = t y. Punkti
x ∈ Rn+1 ekvivalentsiklassi tähistame [x].

Definitsioon 1.4.1. Ekvivalentsiklasside hulka {[x] : x ∈ Rn+1
0 } nimetatakse

n-m~o~otmeliseks projektiivseks ruumiks ja tähistatakse Pn(R), st

Pn(R) = {[x] : x ∈ Rn+1
0 }. N

Ekvivalentsiklassi [x] nimetatakse projektiivse ruumi punktiks.

Kujutust π : Rn+1
0 → Pn(R) (nimetatakse projektsiooniks) määrame valemiga

π(x) = [x]. Projektiivne ruum muutub topoloogiliseks ruumiks, kui topoloo-
giat määrame järgmiselt: hulka U ⊂ Pn(R) nimetame lahtiseks hulgaks, kui
π−1(U) ⊂ Rn+1

0 on lahtine hulk ruumi Rn+1 topoloogias (projektiivse ruumi
topoloogiat üldises topoloogias nimetatakse faktorruumi topoloogiaks).

Lause 1.4.2. Projektiivne ruum Pn(R) on joonsidus ja kompaktne topoloogiline
n-muutkond.

T~oestus. Faktorruumi topoloogia omadustest järeldub, et definitsiooni 1.2.1
esimesed tingimused on täidetud. Seega, jääb näidata, et Pn(R) on lokaalselt
eukleidiline, sidus ja kompaktne. Lokaalselt eukleidilise struktuuri näitamiseks,
konstrueerime atlase. Olgu

Ui = {[x] ∈ Pn(R) : x = (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn+1), xi 6= 0} ⊂ Pn(R).
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On ilmne, et Ui definitsioon on korrektne. T~oepoolest, kui [x] on selline, et
punkti x i-s koordinaat on nullist erinev, siis ka selle ekvivalentsiklassi teise
suvalise punkti korral see tingimus on täidetud. Defintsioonist järeldub, et Ui on
Pn(R) lahtine alamhulk suvalise i = 1, 2, . . . , n+ 1 korral, kusjuures {Ui}n+1

i=1 on
projektiivse ruumi kate, st

Pn(R) =
n+1⋃
i=1

Ui

Defineerime φi : Ui → Rn järgmiselt:

φi([x]) = (
x1

xi
,
x2

xi
. . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn+1

xi
) ∈ Rn. (1.4.2)

Kujutuse definitsioon on korrektne, kuna, kui y = (y1, y2, . . . , yn+1) ∈ [x] on
sama klassi teine punkt, siis leidub reaalarv t 6= 0 selline, et yi = t xi ning

φi([y]) = (
y1

yi
,
y2

yi
. . . ,

yi−1

yi
,
yi+1

yi
, . . . ,

yn+1

yi
)

= (
t x1

t xi
,
t x2

t xi
. . . ,

t xi−1

t xi
,
t xi+1

t xi
, . . . ,

t xn+1

t xi
)

= (
x1

xi
,
x2

xi
. . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn+1

xi
),

st φi([x]) kujutis ruumis Rn ei s~oltu klassi [x] esindaja valikust. On lihtne näida-
ta, et φi on bijektsioon, st peale kujutus ja injektsioon. Kui x = (x1, x2, . . . , xn)
on Rn suvaline punkt, siis

φi([x′]) = x, x′ = (x1, x2, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn) ∈ Rn+1
0 .
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Järelikult, φi on peale kujutus. Oletame, et [x], [y] ∈ Ui, [x] 6= [y], kuid φi([x]) =
φi([y]) = z ∈ Rn. Viimasest järeldub, et

z1 =
x1

xi
=
y1

yi
, z2 =

x2

xi
=
y2

yi
, . . . , zi−1 =

xi−1

xi
=
yi−1

yi
,

zi =
xi+1

xi
=
yi+1

yi
, . . . , zn =

xn+1

xi
=
yn+1

yi
,

ja seega

yk =
yi

xi
xk, k = 1, 2, . . . , n+ 1.

Viimane valem näitab, et [x] = [y], mis on vastuolus oletusega. Järelikult φi on
injektiivne ja seega φi on bijektsioon. Definitsiooni kohaselt,

φi([x]) = (φ1
i ([x]), φ2

i ([x]), . . . , φni ([x])),

kus

φ1
i ([x]) =

x1

xi
, . . . φi−1

i ([x]) =
xi−1

xi
, φii([x]) =

xi+1

xi
, . . . , φ1

i ([x]) =
xn+1

xi
,

ja kujutuse φi iga komponent φki on pidev funktsioon. Seega φi on pidev kuju-
tus ja analoogiliselt näitame, et pöördkujutus φ−1

i on pidev. Järelikult, φi on
homoöomorfism ja Pn(R) on topoloogiline muutkond atlasega {(Ui, φi)}n+1

i=1 .
Kui kujutust π ahendame ühiksfäärile Sn ⊂ Rn+1, siis kujutus π : Sn →

Pn(R) on pidev ja peale kujutus. T~oepoolest, suvalise punkti [x] ∈ Pn(R) korral
kehtib

π−1([x]) = {− x

||x||
,
x

||x||
},− x

||x||
,
x

||x||
∈ Sn.
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Kuna ühiksfäär on kompaktne ja sidus topoloogiline ruum, projektiivne ruum,
kui ühiksfääri pidev kujutis, ka sidus ja kompaktne. Sellega l~opeb t~oestus. N

Juhime tähelepanu sellele, et kasutades ruumi Rn+1 vektorruumi struktuuri,
meie v~oime projektiivset ruumi Pn(R) kirjeldada ka järgmiselt: olgu x ruumi
Rn+1 nullvektorist erinev vektor ja [x] vektori x poolt tekitatud ühedimensio-
naalne alamruum, st [x] = {y ∈ Rn+1 : y = tx, t ∈ R}. Järelikult, v~oime öelda,
et projektiivne ruum Pn(R) on vektorruumi Rn+1 ühedimensionaalsete alam-
ruumide hulk. Samaväärselt, kasutades ruumi Rn+1 afiinse ruumi struktuuri,
v~oime öelda, et projektiivne ruum Pn(R) on alguspunkti läbivate sirgete hulk.
Sellises lähenemises projektiivse ruumi topoloogiat saab kirjeldada piltlikult: kui
U ⊂ Rn+1 on lahtine hulk, siis alguspunkti läbivate sirgete hulk, mille iga sirge
l rahuldab tingimust l

⋂
U 6= ∅, on lahtine hulk projektiivses ruumis.

Uurime projektiivse tasandi geomeetrilist struktuuri. Projektiivse tasandi tähis-
tus on P 2. Projektiivse tasandi punkt on kolmem~o~otmelise ruumi R3 sirge, mis
läbib alguspunkti. Olgu alguspunkt tähistatud O. Sirged, mis läbivad alguspunk-
ti, moodustavad sirgekimbu KO punktis O. Olgu T tasand, mis ei läbi punkti
O. K~oik sirgekimbu KO sirged jagunevad kaheks klassiks: ühes klassis on sirged,
mis l~oikavad tasandit T ja teises on sirged, mis on paralleelsed tasandiga T. Kui
sirge l~oikab tasandit, siis ainult ühes punktis ja vastavat l~oikepunkti samastame
projektiivse tasandi punktiga. On ilmne, et tasandi T igale punktile vastab üks
sirge, mis l~oikab tasandit selles punktis. Seega projektiivse tasandi P 2 punkti-
de üks klass on samastatud hariliku tasandi T punktidega. Kuid projektiivse
tasandi need punktid, mis on määratud tasandiga T paralleelsete sirgetega, ei
ole esitatud punktidega. Selle probleemi lahendamiseks, täiendame harilikut ta-
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sandit T lisapunktidega. Kui L ∈ KO on sirge, mis on paralleelne tasandiga T,
siis ütleme, et sirge L määrab tasandi T ebapunkti v~oi l~opmata kauge punkti
AL, kusjuures sirge L l~oikab tasandit T vastavas ebapunktis AL. Postuleerime,
et tasandi T ebapunktid moodustavad ebasirge v~oi l~opmata kauge sirge l∞, st
AL ∈ l∞. Tasandit T, mis on täiendatud ebapunktiga ja ebasirgega, nimetatakse
projektiivseks tasandiks (tähistame nagu enne P 2). Tasand T′, mis läbib punkti
O ja ei ole paralleelne tasandiga T, l~oikab tasandit T ja l~oikejooneks on sirge.
On ilmne, et leidub üks ja ainult üks sirge, mis läbib punkti O ja on paralleelne
tasandite T′ ja T l~oikesirgega. Seega projektiivse tasandi sirget v~oime samasta-
da kolmem~o~otmelise ruumi tasandiga ja see on üks-ühene vastavus. Mainime,
et ebasirget samastame tasandiga, mis on paralleelne tasandiga T. Projektiivsel
tasandil suvalist kaks sirget l~oikuvad. T~oepoolest kui sirged ei ole paralleelsed,
siis nad l~oikuvad harilikul tasandil. Kui sirged on paralleelsed, siis nad l~oikuvad
ebapunktis AL. Siin me näeme, et geomeetria tähtis m~oiste intsidentsus ehk kuu-
luvus muutuub sümmeetriliseks projektiivsel tasandil. Kui punkt A asub sirgel
l ja sirge l läbib vastavat punkti, siis ütleme, et punkt A on intsidentne sirgega
l (sirge l on intsidentne punktiga A). Projektiivsel tasandil kehtib

Lause 1.4.3. Kui A,B on projektiivse tasandi suvalised erinevad punktid, siis
leidub üks ja ainult üks sirge l, millega nad on m~olemad intsidentsed. Kui l1, l2
on tasandi suvalised erinevad sirged, siis leidub üks ja ajnult üks punkt, millega
nad on m~olemad intsidentsed.

Mainime, et ülalpool s~omastatud väide ei kehti harilikul eukleidilisel tasandil.
See väide demontstreerib projektiivse tasandi (ruumi) duaalsuse printsiipi: kui
projektiives geomeetrias kehtib mingi väide punktide ja sirgete kohta, siis kehtib
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ka duaalne väide, kus s~ona "punktön asendatud s~onaga "sirge"ja vastupidi.

Konstrueerime projektiivse tasandi topoloogilise mudeli. Selleks vaatleme ühiks-
fääri S2. Sirgekimbu KO iga sirge L l~oikab ühiksfääri kahes punktis, mida nime-
tatakse antipoodideks. Seega projektiivne tasand on homöomorfne ühiksfääriga,
kus antipoodid on samastatud P 2 ' S2/ ∼. Nüüd v~otame kinnise poolsfääri.
On ilmne, et projektiivne tasand on homöomorfne kinnise poolsfääriga, kus-
juures raja antipoodid on samastatud. Kui poolsfääri projekteerime ekvaatori
tasandile, siis projektiivne tasand on homöomorfne kinnise ketaga, kusjuures
ringjoone antipoodid on samastatud P 2 ' D/ ∼.

Käesoleva punkti järgmiseks m~oisteks on Grassmanni muutkond. Grassmanni
muutkond on projektiivse ruumi üldistus. Olgu L vektorruumi Rn k-m~o~otmeline
alamruum (k < n) ja ruumi Rn k~oikide k-m~o~otmeliste alamruumide hulka tä-
histame Gk,n(R), st

Gk,n(R) = {ruumi Rn k −m~o~otmeliste alamruumide hulk , k < n}.

Erijuhul, kui k = 1 hulk G1,n(R) on projektiivne ruum, st G1,n(R) = Pn−1(R).

Lause 1.4.4. Hulk Gk,n(R) on sidus, kompaktne topoloogiline muutkond, mille
dimensioon on k(n− k), st

dim Gk,n(R) = k(n− k).

Definitsioon 1.4.5. Muutkonda Gk,n(R) nimetatakse Grassmanni muutkon-
naks (Grassmann manifold).
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Lause 1.4.4 t~oestus on analoogiline projektiivse ruumi korral antud t~oestusega
(vt Lause 1.4.2). Meie näitame ainult t~oestuse skeemi. Olgu Mk,n(R) k×n ristkü-
likmaatriksite hulk. Kui suvalist maatriksit sellest hulgast samastada ruumi Rk n

vektoriga, siis Mk,n(R) muutub topoloogiliseks ruumiks. Olgu A reaalarvuline
k × n ristkülikmaatriks astakuga k, st rank A = k, ja selliste k~oikide maat-
riksite hulka tähistame rankkmaatriksid. Kehtib rankkmaatriksid ⊂ Mk,n(R).
On v~oimalik näidata, et rankkmaatriksid on topoloogilise ruumi Mk,n(R) lah-
tine alamhulk ja seega ka topoloogiline ruum alamruumi topoloogiaga. Olgu
a1,a2, . . . ,ak ∈ Rn maatriksi A reavektorid ja [a1,a2, . . . ,ak] vastavate vektori-
te lineaarkate ehk vektorite poolt tekitatud ruumi Rn k-m~o~otmeline alamruum.
Kujutust π : rankkmaatriksid→ Gk,n(R) määrame valemiga

π(A) = [a1,a2, . . . ,ak].

Kui G ∈ GLk(R) (regulaarsete k-ndat järku ruutmaatriksite rühm), siis kehtib
π(GA) = π(A) suvalise A ∈ rankkmaatriksid korral. Selle kujutuse abil hulgal
Gk,n(R) määrame topoloogiat järgmiselt: ütleme, et U ⊂ Gk,n(R) on lahtine,
kui selle hulga originaal π−1(U) ⊂ rankkmaatriksid on lahtine. Saab näidata,
et nii defineeritud topoloogias Gk,n(R) on loenduva baasiga Hausdorfi kompakt-
ne ja sidus ruum. Seega, jääb näidata, et Grassmanni muutkond on lokaalselt
eukleidiline ruum.
Olgu A ∈ rankkmaatriksid ja A1, A2, . . . , AN maatriksi A k~oik k-ndat järku
alammaatriksid, mis on kuidagi järjestatud. Kuna maatriksi astak on k, alati
leidub vähemalt üks alammaatriks Al, kus 1 ≤ l ≤ N , selline, et det(Al) 6= 0.
Saab näidata, et alati leidub permutatsiooni maatriks Pl nii, et

APl = (Al Ãl),
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kus APl on maatriksite korrutis ja Ãl on maatriksi A k× (n− k) alammaatriks.
Olgu

Ul = {L ∈ Gk,n(R) : L = π(A), A ∈ rankkmaatriksid, det (Al) 6= 0}.

Kuna determinant on pidev funktsioon, siis tingimus det 6= 0 määrab lahtist
hulka. Seega Ul ⊂ Gk,n(R) on lahtine hulk ja

⋃
l Ul = Gk,n(R) (hulkade Ul

kogum on Grassmanni muutkonna lahtine kate). Defineerime kujutust

φl(π(A)) = (b1, b2, . . . , bk (n−k)) ∈ Rk (n−k),

kus bi on kuidagi järjestatud k × (n− k) matriksi A−1 Ãl elemendid.

1.5. Fundamentaalrühm ja Euleri karakteristik

Topoloogilise muutkonna tähtsaks karakteristikuks on tema fundamentaalrühm.

Definitsioon 1.5.1. Pidevat kujutust ϕ : [0, 1]→ Xn, kus Xn on n-m~o~otmeline
topoloogiline muutkond, nimetatakse parameetriliseks jooneks, mis ühendab sel-
le muutkonna punktid ϕ(0) ja ϕ(1).

Juhul kui ϕ(0) = ϕ(1) parameetrilist joont ϕ nimetatakse kinniseks jooneks ehk
silmuseks. Öeldakse, et topoloogiline muutkond Xn on joonsidus, kui suvaliste
punktide p, q korral leidub parameetriline joon ϕ selline, et ϕ(0) = p, ϕ(1) = q.

Definitsioon 1.5.2. Olgu ϕ, ψ muutkonna Xn parameetrilised jooned algus-
punktiga punktis p ja l~opp-punktiga punktis q, st ϕ(0) = ψ(0) = p ja ϕ(1) =
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ψ(1) = q. Parameetrilised jooned ϕ, ψ on homotoopsed, kui leidub pidev kujutus

H : [0, 1]× [0, 1]→ Xn

selline, et

H(t, 0) = ϕ(t), H(t, 1) = ψ(t),
H(0, s) = p, H(1, s) = q,

kus 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1.

Kui ϕ ja ψ on homotoopsed jooned, siis kirjutame ϕ ∼ ψ. Definitsioonist jä-
reldub, et parameetrilised jooned on homotoopsed, kui leidub parameetriliste
joonte üheparameetriline pidev parv selline, et antud parameetrilised jooned on
selle parve elemendid. Olgu p muutkonna Xn mingi punkt ja SpXn silmuste hulk
punktis p, s.t. selle hulga element ϕ on parameetriline joon ϕ : [0, 1]→ Xn selli-
ne, et ϕ(0) = ϕ(1) = p. On ilmne, et parameetriliste joonte homotoopia määrab
ekvivalentsiseost silmuste hulgal SpXn. Silmuse ϕ ∈ SpXn poolt määratud ekvi-
valentsiklassi, kuhu kuuluvad k~oik temaga homotoopsed silmused, tähistame [ϕ]
ja ekvivalentsiklasside hulka tähistame π1(Xn, p). Ekvivalentsiklasside korrutise
anname valemiga

[ϕ] · [ψ] = [ϕ ∗ ψ],

kus

ϕ ∗ ψ (t) =
{

ϕ(2 t), kui 0 ≤ t ≤ 1
2

ψ(2 t− 1), kui 1
2 ≤ t ≤ 1.
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Ekvivalentsiklasside korrutamine määrab hulgal π1(Xn, p) rühma struktuuri (as-
sotsiatiivsus, ühikelement, pöördelement). Selle rühma ühikelemendiks on [εp],
kus εp(t) = p, ∀t ∈ [0, 1]. Ühikelemendi tähistame [εp] = 1p.

Definitsioon 1.5.3. π1(Xn, p) nimetatakse muutkonna Xn fundamentaalrüh-
maks punktis p.

Kui topoloogiline muutkond on joonsidus, siis muutkonna fundamentaalrühm
π1(Xn, p) ei s~oltu punktist p, st kui p, q on joonsidusa muutkonna Xn erinevad
punktid, siis π1(Xn, p) ' π1(Xn, q) (isomorfsed rühmad). Järgnevas eeldame, et
muutkond Xn on joonsidus ja selle muutkonna fundamentaalrühma tähistame
lihtsalt π1(Xn).

Fundamentaalrühma tähtsad omadused on järgmised:

1. kui topoloogilised muutkonnad Xn ja Yn on homöomorfsed, siis nende fun-
damentaalrühmad π1(Xn) ja π1(Yn) on isomorfsed ehk

Xn ∼= Yn ⇒ π1(Xn) ' π1(Yn);

2. π1(Xn × Ym) ' π1(Xn)× π1(Ym).

3. topoloogiline muutkond on ühelisidus parajasti siis, kui tema fundamen-
taalrühm on triviaalne, st koosneb ainult ühikelemendist.

Leiame ühikringjoone S1 fundamentaalrühma π1(S1). Meenutame, et ühikring-
joon on joonsidus kompaktne ühem~o~otmeline muutkond. Ringjoon on määratud
v~orrandiga x2 + y2 = 1, kus x, y on tasandi ristkoordinaadid. Olgu A ringjoone
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punkt koordinaatidega (1, 0) ja ψ : [0, 1] → S1 mingi silmus selles punktis, s.t.
ψ(0) = ψ(1) = A. Olgu ~r(t) ringjoone punkti ψ(t) kohavektor. On ilmne, et ~r(t)
on ühikvektor suvalise t ∈ [0, 1] korral. Kui t = 0, siis ~r(0) on punkti A koha-
vektor ja asub x-teljel. Kui parameetrit t interpreteerida kui aega, mis muutub
nullist üheni, siis vektorfunktsioon ~r(t) määrab kohavektori liikumist tasandil
ja see on kohavektori pöörlemine ümber alguspunkti. Kohavektori pöörlemine
ümber alguspunkti määrab vastavat pöördenurka, mida m~o~odetakse kohavekto-
ri algasendist ~r(0) (ajahetkel t = 0 ta asetseb x-teljel) ja loetakse positiivseks
(negatiivseks), kui kohavektor pöörleb vastupäeva (päripäeva). Pöördenurk α
s~oltub ajast t ja α(t) on pidev funktsioon. Funktsiooni α(t) graafik tasandil
koordinaatidega t, α on pidev joon järgmiste omadustega:

• graafiku joon algab punktis (0, 0),

• graafiku joon l~opeb punktis (1, 2πk), kus k on täisarv,

• graafiku joon l~oikab α-teljega paralleelset sirget t = c, 0 ≤ c ≤ 1 ainult
ühes punktis.

Kehtib väide: kui silmuste ψ,ψ′ poolt määratud pöördenurga funktsiooni graa-
fikud l~opevad (t, α)-tasandi ühes ja samas punktis, siis silmused ψ,ψ′ on ho-
motoopsed. Arvestades, et graafikud alati l~opevad punktides (1, 2πk), kus k on
täisarv, näeme, et igale klassile [ψ] ∈ π1(S1, A) vastab üheselt määratud täisarv
k ja kujutus [ψ]→ k on bijektiivne vastavus π1(S1, A) ja täisarvude hulga Z va-
hel. Kui homotoopsete silmuste klassile [ψ] vastab täisarv k ja klassile [ϕ] täisarv
l, siis klasside korrutisele [ψ] · [ϕ] vastab täisarv k + l, s.t.

[ψ]→ k, [ϕ]→ l =⇒ [ψ] · [ϕ]→ k + l.
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Järelikult ringjoone fundamentaalrühm on isomorfne täisarvude aditiivse rüh-
maga π1(S1) ' Z.

Joonis 2.

-

6q q q q

−4π −2π 2π 4π

t

1

α

c

O

Arvestades fundamentaalrühma omadust 2 j~ouame järeldusele, et kahem~o~otmelise
toori fundamentaalrühm on isomorfne otsekorrutisega Z×Z, s.t. π1(T 2) ' Z×Z.
Kui p on kahem~o~otmelise sfääri suvaline punkt ja ψ : [0, 1]→ S2 on mingi silmus
punktis p, siis ψ on alati v~oimalik pideva deformatsiooniga sfääri pinnal kokku
t~ommata punktiks p. Järelikult kahem~o~otmelise sfääri fundamentaalrühm on
triviaalne, s.t. koosneb ainult ühikelemendist. Projektiivse tasandi fundamen-
taalrühm on isomorfne jäägiklasside (mod 2) rühmaga Z2, s.t. π1(RP 2) ' Z2.
Andmed ülalpool mainitud muutkondade fundamentaalrühmade kohta on koon-
datud järgmisse tabelisse
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Muutkond Xn Fundamentaalrühm π1(Xn, p)
ringjoon S1 Z
2-sfäär S2 1p
2-toor T 2 Z× Z

projektiivne tasand RP 2 Z2

Definitsioon 1.5.4. Kui topoloogiline muutkond Xn on lineaarselt sidus ja sel-
le muutkonna fundamentaalrühm on triviaalne, s.t. fundamentaalrühm koosneb
ainult ühikelemendist ehk suvalise punkti p ∈ Xn korral π1(Xn, p) = 1p, siis
muutkonna Xn nimetatakse ühelisiduseks muutkonnaks (simply connected ma-
nifold).

Tabelist järeldub, et kahem~o~otmeline sfäär on ühelisidus muutkond. Arvestades
ka seda, et kahem~o~otmeline sfäär on kompaktne muutkond (t~okestatud ja kinni-
ne ruumi R3 alamhulk) v~oime öelda, et kahem~o~otmeline sfäär S2 on kompakt-
ne ühelisidus topoloogiline muutkond. Osutub, et samasugune väide kehtib ka
k~orgemate dimensioonide puhul, s.t.

n-m~o~otmeline sfäär Sn, n ≥ 2 on kompaktne ühelisidus topoloogiline muut-
kond.

Proovime ettekujutada, kuiv~ord tugevadeks kitsenduseks muutkonna kujule
on kompaktsuse ja ühelisidususe tingimus. K~oige lihtsam on see 2-m~o~otmelise
muutkonna puhul, sest me saame toetuda oma geomeetrilisele intuitsioonile.
Kujutame endale ette pinda, mis on paigutatud l~opliku pikkusega servadega
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kuupi (kompaktsus) ja suvalist silmust sellel pinnal saab kokku suruda punk-
tiks pideva deformatsiooni abil (ühelisidusus). Geomeetriline intuitsioon ütleb,
et selline pind peab olema topoloogiliselt ekvivalentne (homöomorfne) sfääriga.
T~oepoolest, on v~oimalik näidata, et kehtib järgmine teoreem:

Teoreem 1.5.5. Kui kahem~o~otmeline topoloogiline muutkond X on kompaktne
ja ühelisidus, siis ta on homöomorfne 2-sfääriga S2.

Lühidalt näitame, milline on Teoreemi 2 t~oestuse skeem. Osutub, et kehtib
järgmine teoreem ([1]):

Teoreem 1.5.6. Suvaline kahem~o~otmeline kompaktne lineaarselt sidus topoloo-
giline muutkond on homöomorfne ühega järgmistest muutkondadest:

S2] mT 2 = S2]T 2]T 2] . . . ]T 2 (m korda T 2) m ≥ 0,
S2] nRP 2 = S2]RP 2]RP 2] . . . ]RP 2 (n korda RP 2) n ≥ 1,

kus ] on topoloogiliste muutkondade sidus summa.

On v~oimalik näidata, et

π1(S2 ]mT 2) ' Z2m, (1.5.1)
π1(S2 ] nRP 2) ' Zn−1 × Z2, (1.5.2)

kus m ≥ 0, n ≥ 1. Valemites (1.5.1),(1.5.2) k~oik fundamentaalrühmad on erine-
vad. Nüüd Teoreemist 3 ja valemitest (1.5.1),(1.5.2) järeldub, et kahem~o~otmeline
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kompaktne lineaarselt sidus topoloogiline muutkond X on üheselt (homöomorfis-
mi täpsusega) määratud oma fundamentaalrühmaga. Teiste s~onadega, kui muu-
tkonna X fundamentaalrühm on leitud (ta peab olema isomorfne valemites (1.5.1),(1.5.2)
esitatud rühmade ühe rühmaga), siis muutkond X on homöomorfne valemites
(1.5.1),(1.5.2) esitatud muutkondade vastava muutkonnaga. Näiteks, kui kom-
paktne lineaarselt sidus kahem~o~otmeline topoloogiline muutkond X on ühelisi-
dus, s.t. tema fundamentaalrühm on triviaalne ehk π1(X) = 1, siis valemist
(1.5.1) järeldub, et ta on homöomorfne sfääriga S2 (m = 0). Sellega Teoreem 2
on t~oestatud.

1.6. Poincaré hüpotees

Prantsuse matemaatiku Henri Poincaré poolt 1904 aastal välja pakutud hüpotees
seisnes selles, et Teoreemi 2 väide kehtib ka kolmem~o~otmelise kompaktse üheli-
siduse topoloogilise muutkonna puhul. Seega H. Poincaré hüpoteesi on v~oimalik
s~onastada järgmiselt:

H. Poincaré hüpotees: iga kompaktne ühelisidus kolmem~o~otmeline topoloo-
giline muutkond on homöomorfne sfääriga S3.

Hiljem Poincaré hüpoteesiks hakkati nimetama ülalmainitud väidet suvalise
n ≥ 3 korral, s.t. iga kompaktne ühelisidus n-m~o~otmeline topoloogiline muut-
kond on homöomorfne sfääriga Sn, n ≥ 3. Poincaré probleemi edaspidised uurin-
gud näitasid, et selle probleemi kolmem~o~otmeline variant on k~oige raskem ja ta
on tänasepäevani ei ole t~oestatud.
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Möödunud sajandi viiekümnendate aastate l~opus ja kuuekümnendate algul
saavutati olulist edu kompaktsete ühelisiduste muutkondade uurimisel, mis näi-
tas, et k~orgemate (n ≥ 5) dimensioonidega muutkondade uurimine on märk-
sa lihtsam, kui juhul n = 3 v~oi n = 4. Siin pole midagi müstilist ja sele-
tub see asjaoluga, et üldiselt mingi muutkonna fundamentaalrühm on moo-
dustajate poolt tekitatud rühm, kusjuures rühma struktuur on määratud seos-
tega moodustajate vahel. Need seosed konstrueeritakse kahem~o~otmelise ketta
D = {p = (x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} pidevate kujutustega antud muutkonda.
Ketase kujutised muutkonnas peavad olema üldise paiknemisega. Dimensioonide
5 ja k~orgem korral on meil piisavalt vabadust, et paigutada ketase kujutised nii,
et nad ei l~oikuks. Näiteks kolmem~o~otmelises ruumis kaks üldise paiknemisega
sirget ei l~oiku (kiivsirged). Paralleelsed v~oi l~oikuvad sirged ei ole üldise paikne-
misega. Samal ajal üldise paiknemisega tasand ja sirge kolmem~o~otmelises ruumis
l~oikuvad alati, tasandiga paralleelne sirge pole üldise paiknemisega. Dimensioo-
nide 3 ja 4 puhul vabadusaste aheneb, meil pole enam v~oimalust eraldada üldise
paiknemisega kettasid nii, et nad ei l~oikuks ning see toob kaasa keerulise struk-
tuuriga fundamentaalrühmad.

Möödunud sajandi kuuekümnendate aastate algusel S. Smale avaldas Poi-
ncaré hüpoteesi t~oestuse k~orgemate dimensioonide (n ≥ 5 ) puhul ([2]). Varsti
peale seda t~oestas ka J. Stallings Poincaré hüpoteesi k~orgemate dimensioonide
puhul ([3]), kusjuures J. Stallingsi t~oestus tugines S. Smale’i meetoditest erine-
vatele meetoditele.

Hiljem selgus, et meetodeid, mida kasutasid S. Smale ja J. Stallings Poincaré
hüpoteesi t~oestamiseks k~orgemate dimensioonide puhul, ei saa rakendada nel-
jam~o~otmelise Poincaré probleemi lahendamiseks. Kakskümmend aastat hiljem
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seda, kui S. Smale ja J. Stallings lahendasid Poincaré probleemi k~orgemate di-
mensioonide puhul, s.t. 1981 aastal, ameerika matemaatik M. Freedman s~onastas
ja t~oestas teoreemi, mis sisaldas neljam~o~otmeliste kompaktsete ühelisiduste to-
poloogiliste muutkondade täieliku klassifikatsiooni ([4]). Selle klassifikatsiooni
abil on juba lihtne t~oestada Poincaré hüpoteesi neljam~o~otmeliste muutkondade
jaoks. Enne M. Freedmani teoreemi s~onastamist lühidalt kirjeldame topoloogilisi
m~oisteid, mida M. Freedman kasutas neljam~o~otmeliste kompaktsete ühelisiduste
topoloogiliste muutkondade klassifikatsiooniks. Üksikasjalik kirjeldus väljub an-
tud artikli piirist ja huvitatud lugeja v~oib leida vastavate m~oistete p~ohjalikuma
kirjelduse järgmistes raamatutes [5],[6],[7].
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2. Ruumi Rn diferentseeruvad struktuurid

2.1. Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus

Olgu U ⊆ Rn ruumi Rn lahtine hulk ja f : U → R reaalväärtustega funktsioon.
Oletame, et hulga U igas punktis p ∈ U on määratud funktsiooni f osatuletised

∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn
,

Kui funktsiooni f osatuletised on pidevad funktsioonid, siis funktsiooni f ni-
metatakse pidevalt diferentseeruvaks funktsiooniks (continuously differentiable
function) v~oi klassi C1 funktsiooniks. Pidevalt diferentseeruvate funktsioonide
hulka tähistame C1(U). Funktsiooni f : U → R nimetatakse diferentseeruvaks
funktsiooniks punktis p ∈ U , kui leidub lineaarfunktsioon

∑n
i=1 bi(x

i−pi), bi ∈ R
selline, et funktsioon punkti p piisavalt väikses ümbruses kehtib

lim
x→p

f(x)− f(p)−
∑n

i=1 bi(x
i − pi)

||x− p||
= 0.

Diferentseeruva funktsiooni samaväärne definitsioon on järgmine: funktsiooni
f : U → R nimetatakse diferentseeruvaks punktis p ∈ U , kui leiduvad reaalarvud
b1, b1, . . . , bn, punkti p ümbrus V ⊂ U ja funktsioon r(x, p) : V → R sellised, et

f(x) = f(p) +
n∑
i=1

bi(xi − pi) + ||x− p|| r(x, p),

kus r(x, p) rahuldab tingimust limx→p r(x, p) = 0. Funktsiooni f nimetame di-
ferentseeruvaks hulgal U , kui f on diferentseeruv selle hulga igas punktis.
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Lause 2.1.1. Kui funktsioon f : U → R on diferentseeruv punktis p ∈ U , siis f
on pidev funktsioon punktis p, punktis p on määratud funktsiooni f osatuletised
ja

bi =
∂f

∂xi

∣∣∣
p
, i = 1, 2, . . . , n.

Seega, kui f on diferentseeruv punktis p ∈ U , siis punkti p piisavalt väikses
ümbruses funktsioon f on esitatav kujul

f(x) = f(p) +
n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
p
(xi − pi) + ||x− p|| r(x, p).

Funktsiooni f diferentsiaaliks punktis p nimetatakse avaldist

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
p
(xi − pi),

mida tähistatakse df
∣∣
p
. Tähistades dxi = xi−pi, saame diferentsiaali klassikalise

kuju

df
∣∣
p

=
n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
p
dxi v~oi df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi.

Lause 2.1.2. Kui funktsiooni f : U → R osatuletised on määratud punkti p
ümbruses ja nad on pidevad funktsioonid punktis p, siis f on diferentseeruv
funktsioon punktis p.
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Järelikult kui f on klassi C1 funktsioon, siis f on diferentseeruv. Funktsiooni f :
U → R nimetame klassi Cr, r ≥ 2 funktsiooniks hulgal U , kui selle funktsiooni
esimest järku osatuletised on klassi Cr−1 funktsioonid hulgal U . Kui suvalise
naturaalarvu r ∈ N korral funktsioon f : U → R on klassi Cr funktsioon, siis
funktsiooni f nimetame siledaks (l~opmata diferentseeruvaks) funktsiooniks hulgal
U (smooth function on U). Siledate funktsioonide hulka tähistame C∞(U).

Kujutust α : I → U , kus I ⊂ R, U ⊂ Rn ja α(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)),
nimetame siledaks (diferentseeruvaks, klassi Cr) parameetriliseks jooneks, kui
iga xi : I → R on sile (diferentseeruv, klassi Cr) funktsioon hulgal I (kuna iga
xi(t) on ühemuutuja funktsioon, siis sileduse n~oue on samaväärne funktsiooni
xi mistahes järku tuletise olemasoluga hulgal I). Eespool antud definitsioonis
I ⊆ R on kas vahemik (a, b) ⊂ R, pooll~oik [a, b), (a, b] v~oi l~oik [a, b]. Kui I on
l~oik (v~oi pooll~oik), siis sileduse n~oue tähendab, et leidub vahemik (c, d) ja sile
funktsioon x̃i : (c, d) → R sellised, et I ⊂ (c, d) ning x̃i

∣∣
I
≡ xi. Kui g : U → R

on sile funktsioon, siis g ◦ α : I → R on sile funktsioon hulgal I. Igas punktis
t0 ∈ I kehtib valem

d(g ◦ α)
dt

∣∣∣
t=t0

=
∑
i

∂g

∂xi

∣∣∣
α(t0)

dxi

dt

∣∣∣
t=t0

. (2.1.1)

Valemit (2.1.1) nimetatakse ahelreegliks parameetriliste joonte korral.

Olgu p, q ∈ U punktid. Punktide p, q ühendavaks sirgl~oiguks nimetame para-
meetrilist joont pq : [0, 1] → U , kus pq(t) = p + t (q − p), 0 ≤ t ≤ 1, st
xi(t) = pi + t (qi − pi). On ilmne, et pq on sile parameetriline joon. Lahtist
hulka U ⊂ Rn nimetame tähekujuliseks punkti p ∈ U suhtes, kui suvalise punkti
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q ∈ U korral punktide p, q ühendav sirgl~oik kuulub hulka U , st Im pq ⊂ U (siin
Im on tähistatud l~oigu [0, 1] kujutis kujutuse pq korral).

Teoreem 2.1.3. Olgu U ⊂ Rn tähekujuline hulk punkti p ∈ U suhtes, g : U → R
diferentseeruv funktsioon. Suvalise punkti x ∈ U korral leidub 0 < θ < 1 nii, et

g(x)− g(p) =
∑
i

∂g

∂xi

∣∣∣
px(θ)

(xi − pi).

T~oestus. Teoreemi t~oestus tugineb ühemuutuja keskväärtusteoreemi t~oestusele.
T~oepoolest, tähistame g̃(t) = (g◦px)(t), t ∈ [0, 1]. On ilmne, et g̃ on ühemuutuja
diferentseeruv funktsioon. Seega, kehtib ühemuutuja funktsiooni keskväärtusteo-
reem, st leidub 0 < θ < 1 nii, et

g̃(1)− g̃(0) =
dg̃

dt

∣∣∣
t=θ

.

Arvestame, et g̃(1) = (g ◦px)(1) = g(px(1)) = g(x) ja analoogiliselt g̃(0) = g(p).
Kasutame ahelreeglit (2.1.1)

dg̃

dt

∣∣∣
t=θ

=
∑
i

∂g

∂xi

∣∣∣
px(θ)

dpxi

dt

∣∣∣
t=θ

.

Kuid
dpxi

dt

∣∣∣
t=θ

= xi − pi. N
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Lause 2.1.4. Kui U ⊂ Rn on punkti p suhtes tähekujuline hulk, g : U → R on
diferenteeruv funktsioon, mille osatuletised rahuldavad v~orratust | ∂g∂xi | < K, kus
K on konstant, siis suvalise x ∈ U korral kehtib

|g(x)− g(p)| < K
√
n ||x− p||.

T~oestus tugineb keskväärtusteoreemile js Cauchy-Schwarz v~orratusele.

Selle punkti l~opetuseks, meenutame analüütilise funktsiooni definitsiooni. Funkt-
siooni f : U → R nimetatakse analüütiliseks funktsiooniks hulgal U , kui hulga
U suvalise punkti x korral leidub selle punkti ümbrus V ⊂ U selline, et vasta-
vas ümbruses funktsiooni f Taylori rida koondub funktsioonile f . Analüütiliste
funktsioonide hulka tähistame Cω(U). On teada, et Cω(U) ⊂ C∞(U). Näiteks,
funktsioon

h(t) =
{
e−

1
t kui t > 0,

0 kui t ≤ 0,

on l~opmata diferentseeruv (sile), kuid punktis t = 0 ta ei ole analüütiline funkt-
sioon. Funktsiooni h tuletised on määratud suvalise t ∈ R korral ja nad on
pidevad funktsioonid

h(n)(t) =
{

pn(t)
t2n

h(t) kui t > 0,
0 kui t ≤ 0,

kus pn(t) on (n− 1)-astme t polünoom, mida määratakse rekursiivse valemiga

p1(t) = 1, pn+1(t) = t2 p′n(t)− (2nt− 1) pn(t).
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T~oestus baseerub valemil

lim
t→0

1
tm

e−
1
t = 0, m ≥ 0.

Arendades funktsiooni h Taylori ritta punktis t = 0 saame

∞∑
n=0

h(n)(0)
n!

tn = 0,

st Taylori rida punktis t = 0 koondub null funktsioonile ja ei v~ordu h(t), kui
t > 0. Järelikult, funktsioon h(t) ei ole analüütiline punktis t = 0.

Joonis 13: Sile mitteanalüütiline funktsioon

Käesoleva kursuse p~ohiobjektiks on diferentseeruv muutkond ja üldiselt meie ei
kasuta analüütilist struktuuri, kuid mainime, et

• iga lineaarfunktsioon
∑

i aix
i (l~oplik summa) on analüütiline;

• iga polünoom P (x1, x2, . . . , xn) on analüütiline funktsioon;
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• iga ratsionaalfunktsioon P (x)
Q(x) , kus P,Q on polünoomid, on analüütiline

funktsioon hulgal, kus nimetaja ei v~ordu nulliga.

Järelikult, determinant on ruutmaatriksi elementide analüütiline funktsioon. Kui
vaatleme regulaarsete maatriksite rühma GLn(R), siis iga maatriksi korral ek-
sisteerib tema pöördmaatriks ja pöördmaatriksi iga element on lähtemaatriksi
elementide analüütiline funktsioon. Seda meie kasutame hiljem Lie rühmade
teoorias.

2.2. Kujutused ja Jacobi maatriksid

Kujutuseks F : U → Rm, kus U ⊂ Rn on lahtine hulk, nimetame eeskirja,
mis igale punktile x ∈ U seab vastavusse üheselt määratud punkti F (x) ∈
Rm. Iga i = 1, 2, . . . ,m korral defineerime funktsiooni πi : Rm → R valemiga
πi(x1, x2, . . . , xm) = xi. Funktsioone f1, f2, . . . , fm, kus f i : U → R, f i = πi ◦
F , nimetatakse kujutuse koordinaatfunktsioonideks. On ilmne, et kujutus F
on üheselt määratud oma koordinaatfunktsioonidega, st F = (f1, f2, . . . , fm).
Mainime, et kui vaadelda ruumi Rm, kui vektorruumi, siis kujutust F : U → Rm

v~oime nimetada vektorväärtustega funktsiooniks, nagu teevad m~oned autorid.
Meie siiski kasutame terminit kujutus. Üldisest topoloogiast teame, et kujutus
F on pidev kujutus, kui selle kujutuse iga koordinaatfunktsioon on pidev.

Definitsioon 2.2.1. Kujutust F : U → Rm nimetame diferentseeruvaks (klassi
C1, klassi Cr, siledaks) kujutuseks, kui selle kujutuse koordinaatfunktsioonid
f1, f2, . . . , fm on vastava klassi funktsioonid.
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Kui F on diferentseeruv kujutus, siis koordinaatfunktsioonide osatuletised on
määratud (nad ei pea olema pidevad) ja kujutusega F assotsieerub m×n maat-
riks

DF =
∂(f1, f2, . . . , fm)
∂(x1, x2, . . . , xn)

=


∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xn
...

...
∂fm

∂x1 . . . ∂fm

∂xn

 (2.2.1)

Maatriksit DF nimetatakse kujutuse F Jacobi maatriksiks. Jacobi maatriksi
väärtust punktis x ∈ U tähistame DF (x), see on arvmaatriks. Jacobi maat-
riks on funktsioonaalmaatriks, kuna tema elemendid on funktsioonid hulgal U .
Jacobi maatriksi elemendid on pidevad funktsioonid, kui kujutus F on klassi C1

kujutus. Kujutuse diferentseeruvusele v~oime anda teise s~onastuse, mida meie
kasutame järgnevas.

Teoreem 2.2.2. Kujutus F : U → Rm on diferentseeruv punktis p ∈ U parajasti
siis, kui leidub m×n maatriks A, mille elemendid on reaalarvud, punktist p s~oltuv
kujutus R : U → Rm, kus R(x, p) = (r1(x, p), r2(x, p), . . . , rm(x, p)), selline, et
||R(x, p)|| → 0, kui x→ p, ning suvalise x ∈ U korral kehtib

F (x) = F (p) +A · (x− p) + ||x− p||R(x, p). (2.2.2)

Kui sellised A,R(x, p) leiduvad, siis A on määratud üheselt ja ta on v~ordne
kujutuse F Jacobi maatriksiga DF (p).

Märkus: valemis (2.2.2) kasutatakse maatrikskorrutist, st teine liige on maatrik-
si A ja üheveerulise maatriksi x − p korrutis ja kolmas liige on arvuga ||x − p||
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korrutatud uheveeruline maatriks R(x, p). Valemi (2.2.2) kuju koordinaatfunkt-
sioonides on järgmine

f i(x) = f i(p) + aij(x
j − pj) + ||x− p|| ri(x, p),

v~oi

f i(x) = f i(p) +
∂f i

∂xj
(xj − pj) + ||x− p|| ri(x, p).

Lause 2.2.3. Olgu U ⊂ Rn punkti p suhtes tähekujuline hulk, F : U → Rm dife-
rentseeruv kujutus, mille koordinaatfunktsioonide osatuletised rahuldavad v~orratust
| ∂f

i

∂xj
| < K iga 1 ≤ i ≤ m ja 1 ≤ j ≤ n korral. Suvalise x ∈ U korral kehtib

||F (x)− F (p)|| ≤ K
√
nm ||x− p||. (2.2.3)

Selle punkti l~opetame ahelreegliga kujutuste kompositsiooni korral. Olgu F :
U → V ⊂ Rm, G : V → Rk, kus U ⊂ Rn. On määratud kujutuste kompo-
sitsioon H = G ◦ F : U → Rk ja selle kompositsiooni koordinaatfunktsioonid
H(x) = (h1(x), h2(x), . . . , hk(x)) avalduvad kujutuste F,G koordinaatfunktsioo-
nide kaudu järgmiselt

hi(x) = gi(f1(x), f2(x), . . . , fm(x)), i = 1, 2, . . . , k.

Teoreem 2.2.4. Kui F on punktis p ∈ U diferentseeruv kujutus, G on punktis
q = F (p) diferentseeruv kujutus, siis H on punktis p diferentseeruv kujutus ja

DH(p) = DG(q) ·DF (p). (ahelreegel kujutuste korral) (2.2.4)

Kui F on diferentseeruv hulgal U , G on diferentseeruv hulgal V , siis H on dife-
rentseeruv hulgal U ja valem (2.2.4) kehtib hulga U igas punktis.
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2.3. Ruumi Rn puutujaruum

Diferentseeruva muutkonna esimeseks tähtsaks struktuuriks on tema puutuja-
ruum muutkonna punktis. Antud punktis kirjeldame ruumi Rn puutujaruumi
punktis p ∈ Rn. Selleks vaatleme kaks lähenemist, esimene tugineb meie intuitiiv-
sele geomeetrilisele kujutusele, teine on abstraktne ja formaalne, kuid järgnevas
meie kasutame just teist lähenemist, kuna ta osutub väga kasulikuks puutuja-
ruumi üldistustes.

Olgu p ∈ Rn ruumi Rn mingi punkt koordinaatidega p = (p1, p2, . . . , pn). Ruumi
Rn puutujavektoriks punktis p nimetame paari X(p) = (p; v), kus p on ruumi
Rn punkt ja v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn on vektor. Puutujavektorite hulka punk-
tis p tähistame Tp(Rn). On ilmne, et Tp(Rn) on n-dimensionaalne vektorruum
vektorite liitmise ja arvuga korrutamise suhtes

X(p) + Y (p) = (p; v + w), λX(p) = (p;λv), (2.3.1)

kus X(p) = (p; v), Y (p) = (p; w). Vektorruumi Tp(Rn) nimetame ruumi Rn

puutujaruumiks punktis p. Puutujaruum on n-m~o~otmeline vektorruum ja selle
ruumi vektoreid

E1(p) = (p; e1), E2(p) = (p; e2), . . . , En(p) = (p; en),

nimetame puutujaruumi kanooniliseks reeperiks punktis p . Suvalise puutuja-
vektori X(p) ∈ Tp(Rn) korral kehtib X(p) =

∑n
i=1 v

iEi(p).

Puutujaruum TpRn punktis p on eukleidiline ruum, kui puutujavektorite ska-
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laarkorrutamist määrame valemiga

< X(p), Y (p) >=< v,w >, (2.3.2)

kus X(p) = (p; v), Y (p) = (p; w) ∈ TpRn. Puutujaruumi TpRn baas {Ei(p)} on
ortonormeeritud baas, st

< Ei(p), Ej(p) >= δij . (2.3.3)

Olgu ε > 0 reaalarv ja

α : Iε → Rn, α(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), Iε = {t ∈ R : |t| < ε},

sile parameetriline joon selline, et ta läbib punkti p = (p1, p2, . . . , pn). Seega
α(0) = p v~oi koordinaatides xi(0) = pi. Joone α puutujavektoriks (kiirusvekto-
riks) punktis p nimetame ruumi Rn puutjuavektorit

α̇(0) = (p; ẋ1(0), ẋ2(0), . . . , ẋn(0)), ẋi(0) =
dxi

dt

∣∣∣
t=0

.

Kaks siledat parameetrilist joont α, β nimetame ekvivalentseteks, kui xi(0) =
yi(0) ja ẋi(0) = ẏi(0), kus

α(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), β(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t)).

Joone α ekvivalentsiklassi tähistame [α]. Kujutus [α] → α̇(0) ∈ Tp(Rn) on bi-
jektiivne. T~oepoolest ta on injektiivne, kuna eeldusest [α] 6= [β] järeldub, et
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α̇(0) 6= β̇(0). Näitame, et ta on peale kujutus. T~oepoolest, kui on antud puutu-
javektor X(p) = (p; v), kus v = (v1, v2, . . . , vn), siis alati leidub parameetriline
joon α, mille puutujavektoriks on vektor X(p). Defineerime

α(t) = (p1 + v1 t, p2 + v2 t, . . . , pn + vn t), |t| < ε.

Seega α on sirge, mis läbib punkti p, v on selle sirge sihivektor ja [α]→ α̇(0) =
X(p). Järelikult kujutus [α] → α̇(0) ∈ Tp(Rn) on bijektiivne, vektorruumi
Tp(Rn) vektorid on üks-üheses vastavuses punkti p läbivate joonte kiirusvek-
toritega ja see ~oigustab termini puutujaruum kasutamist.

Olgu p ∈ Rn ja C∞(p) selliste l~opmata diferentseeruvate funktsioonide hulk,
et iga funktsiooni f ∈ C∞(p) määramispiirkond U ⊆ Rn sisaldab punkti p.
Funktsiooni f ∈ C∞(p), f : D → R samastame funktsiooniga g ∈ C∞(p), g :
D′ → R ja kirjutame f ≡ g, kui leidub punkti p ümbrus V selline, et V ⊂ D,V ⊂
D′, f

∣∣
V
≡ g

∣∣
V
. Mainime, et ülalpool defineeritud funktsioonide samastamine

on ekvivalentsiseos ja funktsiooni f ekvivalentsiklassi nimetatakse funktsiooni
kasvuks punktis p (germ). Antud konspektis esitatud käsitlus ei kasuta vastavat
m~oistet. Kui X(p) =

∑n
i=1 v

iEi(p) ∈ Tp(Rn) on ruumi Rn mingi puutujavektor
punktis p, siis seame temale vastavusse suunatuletise antud vektori suunas

X(p)→ X∗p =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣
p

=< X(p),∇f(p) >, (2.3.4)

kus ∇f(p) = (p; ∂f
∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p
) on funktsiooni f gradient punktis p. Olgu

α : I → Rn sile parameetriline joon, mis läbib punkti p, st α(0) = p, ja selle
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puutujavektor on vektor X(p), st α̇(0) = X(p). Suvalise f ∈ C∞(p) korral kehtib

X∗p (f) =
d(f ◦ α)
dt

∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

vi
∂f

∂xi

∣∣∣
p
, X∗p : C∞(p)→ R

Järelikult X∗p seab igale funktsioonile f hulgast C∞(p) üheselt määratud arvu
ja seega X∗p on funktsionaal.

Nüüd teine lähenemine puutujaruumi Tp(Rn) puutujavektorile baseerub kuju-
tusel

puutujavektor X(p) =
n∑
i=1

viEi(p)↔ X∗p =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣
p
funktsionaal.

Uurime, millised on funktsionaali X∗p : C∞(p) → R omadused. Alustame hulga
C∞(p) algebralisest struktuurist. Kui f, g ∈ C∞(p), siis defineerime summa f+g,
arvuga korrutist λ f ja korrutist f g valemitega

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (2.3.5)
(λ f) = λ f(x), (2.3.6)

(f g)(x) = f(x) g(x). (2.3.7)

Saab näidata, et C∞(p) on assotsiatiivne ühikuga algebra ülalpool defineeritud
tehete suhtes, kus ühikelement on funktsioon 1(x) = 1. Kuna punkti p ümbruses
konstantsed funktsioonid kuuluvad algebrasse C∞(p) ja konstantset funktsiooni
v~oime samastada vastava arvuga (tema väärtusega), siis reaalarvude hulk R on
algebra C∞(p) alamalgebra. Funktsionaalidel X∗p : C∞(p) → R on järgmised
omadused:
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• X∗p (λ f + µ g) = λ (X∗pf) + µ (X∗pg), (lineaarsus)

• X∗p (f g) = (X∗pf) g(p) + f(p) (X∗pg). (Leibnizi valem)

Definitsioon 2.3.1. Funktsionaali D : C∞(p) → R nimetame algebra C∞(p)
derivatsiooniks punktis p, kui ta on lineaarfunktsionaal ja rahuldab Leibnizi va-
lemit. Algebra C∞(p) derivatsioonide hulka tähistame D(p).

On ilmne, et suvalise puutujavektoriga X(p) tekitatud funktsionaal X∗p kuulub
hulka D(p), st X∗p ∈ D(p). Derivatsioonide hulk D(p) on vektorruum üle R, kui
defineerida

(λD1 + µD2) f = λ (D1f) + µ (D2f),

kus λ, µ ∈ R, D1, D2 ∈ D(p), f ∈ C∞(p). On lihtne veenduda, et kujutus
X(p) → X∗p on injektiivne lineaarkujutus Tp(Rn) → D(p). T~oepoolest, kui
X∗p = Y ∗p , st suvalise f ∈ C∞(p) korral X∗pf = Y ∗p f , siis vastavad puutuja-
vektorid on v~ordsed X(p) = Y (p), kuna v~ordsus peab olema täidetud ka koordi-
naatfunktsioonide korral xi, st X∗pxi = Y ∗p x

i, järelikult X∗pxi = vi ja Y ∗p xi = wi.
Seega, X(p) = Y (p).

Teoreem 2.3.2. Ruumi Rn puutujaruum Tp(Rn) on isomorfne algebra f ∈
C∞(p) derivatsioonide punktis p vektorruumiga D(p) ja antud isomorfism on
kujutus, mis seab igale puutujavektorile X(p) vastavusse üheselt määratud suu-
natuletise X∗p vektori X(p) suunas.

Lemma 2.3.3. Suvalise derivatsiooni D ∈ D(p) väärtus on null, kui funktsioon
f ∈ C∞(p) on konstantne.
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T~oestus. Kuna D on lineaarkujutus D : C∞(p) → R, piisab sellest, kui meie
t~oestame sellise konstantse funktsiooni korral, mille väärtus on 1. Olgu f : U →
R, f

∣∣
U

= 1, p ∈ U . Teise omaduse t~ottu saame

Df = D(f f) = (Df) f(p) + f(p) (Df) = (Df) 1 + 1 (Df) = 2Df ⇒ Df = 0.

Lemma 2.3.4. Olgu f : U → R, U ⊂ Rn l~opmata diferentseeruv funktsioon.
Kui p ∈ U , siis leidub lahtine kera Br(p) ⊂ U ja l~opmata diferentseeruvad
funktsioonid gi : Br(p)→ R, i = 1, 2, . . . , n nii, et

• gi(p) = ∂f
∂xi

∣∣∣
p
;

• f(x) = f(p) +
∑n

i=1(xi − pi) gi(x).

T~oestus.Olgu r > 0 piisavalt väike arv, et lahtine keraBr(p) on U alamhulk.
Selle kera igas punktis x ∈ Br(p) kehtib valem

f(x) = f(p) +
∫ 1

0

d

dt

(
f
(
p+ t (x− p)

))
dt.

Integraali all asuva tuletise v~oime kirjutada kujul

d

dt

(
f
(
p+ t (x− p)

))
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
p+t (x−p)

dxi

dt
=

n∑
i=1

∂f

∂xi

∣∣∣
p+t (x−p)

(xi − pi).

Seega

f(x) = f(p) +
n∑
i=1

(xi − pi)
∫ 1

0

∂f

∂xi

∣∣∣
p+t (x−p)

dt.
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Tähistame

gi(x) =
∫ 1

0

∂f

∂xi

∣∣∣
p+t (x−p)

dt.

Kuna f on l~opmata diferentseeruv, parameetriline joon p+t (x−p) on ka l~opmata
diferentseeruv, siis parameetritest x1, x2, . . . , xn s~oltuv integraal on ka l~opmata
diferentseeruv funktsioon.On ilmne, et gi(p) = ∂f

∂xi

∣∣∣
p
. N

T~oestus. Teoreemi t~oestuseks näitame, et suvalise derivatsiooniD ∈ D(p) korral
leidub puutujavektor Xp selline, et D = X∗p , st suvalise funktsiooni korral Df =
X∗pf . Konstrueerime puutujavektori järgmiselt: defineerime vi = Dxi, kus xi on
koordinaatfunktsioonid ning

Xp =
∑
i

viEip → X∗p =
∑
i

vi
∂

∂xi

∣∣∣
p
.

Nüüd kasutame Lemma 2.3.4. Funktsiooni f esitame kujul

f(x) = f(p) +
n∑
i=1

(xi − pi) gi(x), x ∈ Br(p).

Kehtib

Df = D(f(p)) +
n∑
i=1

[(
D(xi − pi)

)
gi(p) + 0Dgi

]
,

kus
D(f(p)) = 0, D(xi − pi) = vi, gi(p) =

∂f

∂xi

∣∣∣
p
.
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Seega

Df =
n∑
i=1

vi
∂f

∂xi

∣∣∣
p

= X∗pf. N

Seega, meie nüüd v~oime puutujaruumi Tp(Rn) samastada algebra C∞(p) deri-
vatsioonidega. Teiste s~onadega, meie näitasime, et iga derivatsioon on esimest
järku diferentsiaaloperatoor konstantsete kordajatega ja muid derivatsioone ei
ole. Mainime, et

Ei(p)→ E∗i;p =
∂

∂xi

∣∣∣
p
.

Järgnevas meie samastame puutujavektori temale vastava diferentsiaaloperaa-
toriga js seepärast tärni jätame ära, st

X(p) =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣
p
, Ei(p) =

∂

∂xi

∣∣∣
p
.

Märkus 2.3.5. Meenutame, et ruumi Rn puutujaruum TpRn on eukleidiline ruum
skalaarkorrutamise < , > suhtes, kusjuures baas {Ei(p)} on puutujaruumi TpRn

ortonormeeritud baas. Seega

<
∂

∂xi

∣∣∣
p
,
∂

∂xj

∣∣∣
p
>=< Ei(p), Ej(p) >= δij . (2.3.8)

Märkus 2.3.6. On huvitav mainida, et t~oestatud isomorfismis Tp(Rn) ' D(p)
funktsioonide klassi sileduse n~oue (selle punkti teoreemis ja lemmades k~oik funkt-
sioonid on siledad) on oluline. Osutub, et kui vaadelda klassi Cr funktsioone, siis
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eespool kirjutatud isomorfism enam ei kehti. Sel juhul Cr(p) on endiselt algebra,
kuid derivatsioonide ruum D(p) on laiem ja sisaldab mitte ainult suunatuletisi
(vt [12]).

Olgu F : U → Rm klassi C∞ kujutus, st sile kujutus. Olgu α : I → U, I ⊂
R parameetriline joon, kus α(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), xi(t) ∈ C∞(I) ja
α(0) = p ∈ U . Kujutus F tekitab parameetrilist joont α̃ = F ◦ α : I → Rm,
mis läbib punkti F (p), st α̃(0) = F (p). Olgu α̇(0) = Xp ∈ Tp(Rn). Defineerime
kujutuse F diferentsiaali sellisel kujul, mis ei s~oltu koordinaatidest.

Definitsioon 2.3.7. Kujutuse F differentsiaaliks punktis p ∈ U nimetatakse
kujutust DFp : Tp(Rn)→ TF (p)(Rm), mida määratakse valemiga

DFp(Xp) =
dα̃

dt

∣∣∣
t=0

=
d(F ◦ α)

dt

∣∣∣
t=0

.

Koordinaatides kehtivad järgmised valemid: kui ruumi Rm koordinaate tähista-
da y1, y2, . . . , ym ja Xp = (p; v1, v2, . . . , vn), F = (f1, f2, . . . , fm), DFp(Xp) =
(F (p);w1, w2, . . . , wm) = YF (p), siis

wµ =
∂fµ

∂xi

∣∣∣
p
vi = DFµi (p) vi,

YF (p) = Xp(fµ)
∂

∂yµ
,

kus DF (p) on kujutuse F Jacobi maatriks.
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2.4. Vektorväljad ruumis Rn

Vektorvälja m~oiste on väga tähtis diferentseeruvate muutkondade teoorias, kuid
selline m~oiste on tähtis ka rakendustes, nt teoreetilises mehaanikas ja füüsikas.
Antud punktis vaadeldakse vektorvälju ruumi Rn lahtistel hulgadel.

Definitsioon 2.4.1. Vektorväljaks lahtisel hulgal U ⊆ Rn nimetatakse kujutust
X : p → X(p) ∈ Tp(Rn), mis seab hulga U igale punktile p vastavusse üheselt
määratud ruumi Rn puutujavektori X(p) ∈ Tp(Rn).

Olgu X(p) = (p; v1, v2, . . . , vn) mingi ruumi Rn puutujavektor punktis p ∈ U .
Kehtib

X(p) =
n∑
i

vi ei;p =
n∑
i

vi
∂

∂xi

∣∣∣
p
. (2.4.1)

Ülalpool antud definitsioon näitab, et vektorväliX määrab U igas punktis ruumi
Rn puutujavektori, seega vektorvälja X korral koordinaadid v1, v2, . . . , vn on
hulga U muutuva punkti x ∈ U funktsioonid, st f1(x), f2(x), . . . , fn(x), kus iga
funktsiooni f i määramispiirkond on U ja x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ U . Valemist
(2.4.1) järeldub, et vektorväli kuju koordinaatides on

X =
n∑
i=1

Xi(x) ei =
n∑
i=1

Xi(x)
∂

∂xi
, (2.4.2)

kus ei on vektorväli, mida määratakse valemiga ei(p) = ei;p, kus p ∈ Rn on suva-
line punkt. Ruumi Rn puutujavektorit X(p) nimetame vektorvälja X väärtuseks
punktis p.
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Definitsioon 2.4.2. Kui valemis (2.4.2) funktsioonid on l~opmata diferentseeru-
vad f i ∈ C∞(U), siis vektorvälja X nimetatakse siledaks vektorväljaks (smooth
vector field). Siledate vektorväljade hulka tähistame D(U).

Kuna järgnevas tegeleme ainult siledate vektorväljadega, sageli s~ona sile ei kirju-
ta ja termin vektorväli tähendab sile vektorväli. Funktsioone f i nimetame vek-
torvälja koordinaatfunktsioonideks v~oi komponentideks. Ruumi Rn igas punktis
p on määratud puutujavektorid

e1;p =
∂

∂x1

∣∣∣
p
, e2;p =

∂

∂x2

∣∣∣
p
, . . . , en;p =

∂

∂xn

∣∣∣
p
,

ja nad moodustavad puutujaruumi Tp(Rn) baasi. Seega, iga baasivektor ei;p mää-
rab sileda vektorvälja ei ruumis Rn järgmiselt ei(p) = ei;p. Seega vektorväljad

e1 =
∂

∂x1
, e2 =

∂

∂x2
, . . . , en =

∂

∂xn
,

moodustavad ruumi Rn puutujaruumi Tp(Rn) baasi ruumi Rn igas punktis.

Definitsioon 2.4.3. Olgu E1, E2, . . . , En ∈ D(U) vektorväljad. Kui U igas
punktis p ruumi Rn puutujavektorid E1(p), E2(p), . . . , En(p) moodustavad puu-
tujaruumi Tp(Rn) baasi, siis vektorväljade peret {E1, E2, . . . , En} nimetatakse
reeperiväljaks (field of frames).

Seega {e1, e2, . . . , en} on reeperiväli, mida järgnevas nimetame ruumi Rn kanoo-
niliseks reeperiväljaks. Kui {E1, E2, . . . , En} on hulgal U määratud reeperiväli,
siis suvalises punktis x ∈ U kehtib

Ei(x) =
∑
j

Aji (x) ej(x), (2.4.3)
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kus ruutmaatriksi A(x) = (Aji (x)) elemendid on punkti x ∈ U siledad funkt-
sioonid ja ruutmaatriks A(x) on U suvalises punktis x regulaarne maatriks, st
∀x ∈ U,DetA(x) 6= 0.

Definitsioon 2.4.4. Maatriksit A(x) nimetatakse üleminekumaatriksiks reepe-
riväljalt {e1, e2, . . . , en} reeperiväljale {E1, E2, . . . , En}.

Reeperiväli {E1, E2, . . . , En} hulgal U tekib siis, kui hulgal U on antud uus
koordinaadisüsteem. T~oepoolest oletame, et lahtisel hulgal U on antud teine
koordinaadisüsteem uute koordinaatidega x1′ , x2′ , . . . , xn

′ . Uued koordinaadid
määravad kujutuse

φ : p ∈ U → (x1′(p), x2′(p), . . . , xn
′
(p)) ∈ V ⊂ Rn.

On ilmne, et kujutus φ on bijektsioon. Ristkoordinaadid x1, x2, . . . , xn määravad
kujutuse

ψ : p ∈ U → (x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) ∈W ⊂ Rn.

Kujutuste kompositsioonid φ ◦ ψ−1 : W → V , ψ ◦ φ−1 : V → W on teinetei-
se pöördkujutused ja nad näitavad, kuidas ühed koordinaadid avalduvad teiste
koordinaatide kaudu. T~oepoolest

φ ◦ ψ−1 : W → V, xi
′

= xi
′
(x1, x2, . . . , xn), (2.4.4)

ψ ◦ φ−1 : V →W, xi = xi(x1′ , x2′ , . . . , xn
′
). (2.4.5)

Funktsioone xi′ = xi
′
(x1, x2, . . . , xn) nimetatakse üleminekufunktsioonideks koor-

dinaatidelt x1, x2, . . . , xn koordinaatidele x1′ , x2′ , . . . , xn
′ .
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Definitsioon 2.4.5. Olgu V,W ⊂ Rn lahtised hulgad. Kujutust φ : V → W
nimetatakse difeomorfismiks (diffeomorphism), kui

• φ on bijektsioon,

• φ on sile kujutus,

• φ−1 on sile kujutus.

Definitsioon 2.4.6. Kui hulgal U ⊂ Rn on antud kaks koordinaadisüsteemi
x1, x2, . . . , xn ja x1′ , x2′ , . . . , xn

′ , siis neid nimetatakse C∞-koosk~olalisteks koor-
dinaadisüsteemideks, kui üleminekufunkitsioonide xi′ = xi

′
(x1, x2, . . . , xn) poolt

määratud kujutus φ ◦ ψ−1 : W → V (2.4.4) on difeomorfism.

Üleminekufunktsioonide jaoks kasutame kompaktseid valemeid

φ ◦ ψ−1 : W → V, xi
′

= xi
′
(xi), (2.4.6)

ψ ◦ φ−1 : V →W, xi = xi(xi
′
). (2.4.7)

Kujutuse φ◦ψ−1 : W → V, xi
′

= xi
′
(xi) Jacobi maatriks on regulaarne n-järku

ruutmaatriks A = (Ai
′
i ), kus

Ai
′
i =

∂xi
′

∂xi
.

Kujutuse ψ ◦φ−1 : V →W, xi = xi(xi
′
) Jacobi maatriks on regulaarne n-järku

ruutmaatriks Ã = (Aii′), kus

Aii′ =
∂xi

∂xi′
.
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Kuna kujutused φ◦ψ−1, ψ ◦φ−1 on teineteise pöördkujutused, kehtivad valemid

xi
′
(xi(xj

′
)) = xi

′
, xi(xi

′
(xj)) = xi. (2.4.8)

Diferentseerides esimest valemit xj′ järgi saame

∂xi
′

∂xi
∂xi

∂xj′
= Ai

′
i A

i
j′ = δi

′
j′ .

Analoogiliselt teise valemi diferentseerimine xj järgi annab

∂xi

∂xi′
∂xi

′

∂xj
= Aii′A

i′
j = δij .

Seega A, Ã on teineteise pöördmaatriksid, st Ã = A−1.

Koordinaadid x1′ , x2′ , . . . , xn
′ tekitavad U peal reeperivälja {E1′ , E2′ , . . . , En′},

mis koosneb vektorväljadest

Ei′ =
∂

∂xi′
.

Leiame üleminekumaatriksi

{e1, e2, . . . , en} → {E1′ , E2′ , . . . , En′}.

Olgu f(x1, x2, . . . , xn) mingi sile funktsioon. Kui koordinaadid x1, x2, . . . , xn

asendame üleminekufunktsioonidega xi(xi′), siis saame uue funktsiooni f̃(xi
′
) =

f(xi(xi
′
)). Kehtib

∂f̃

∂xi′
=
∂xi

∂xi′
∂f(xi(xi

′
))

∂xi
.
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Kuna see valem kehtib suvalise funktsiooni korral, v~oime kirjutada

Ei′ =
∂

∂xi′
=
∂xi

∂xi′
∂

∂xi
=
∂xi

∂xi′
ei = Aii′ei.

Seega üleminekumaatriks on difeomorfismi ψ ◦φ−1 : V →W,xi = xi(xi
′
) Jacobi

maatriks ja ta on difeomorfismi φ ◦ψ−1 : W → V, xi
′

= xi
′
(xi) Jacobi maatriiksi

pöördmaatriks.

Olgu X ∈ D(U) vektorväli ja hulgal U on antud kaks koordinaadisüsteemi
x1, x2, . . . , xn ning x1′ , x2′ , . . . , xn

′ . Esimene koordinaadisüsteem indutseerib ree-
perivälja {e1, e2, . . . , en} ja teine indutseerib {E1′ , E2′ , . . . , En′}, kus

Ei′ = Aii′ei =
∂xi

∂xi′
ei.

Olgu
X = Xiei = Xi′Ei′ .

On lihtne näidata, et

Xi =
∂xi

∂xi′
Xi′ .

Antud valem näitab, et vektorvälja koordinaatfunktsioonid moodustavad kont-
ravariantse tensorvälja.

Arvestades, et ruumi Rn igas punktis p puutujaruum Tp(Rn) on eukleidiline
ruum ja igas punktis p baas {ei;p} on ortonormeeritud baas, kehtib

< ei, ej >=<
∂

∂xi
,
∂

∂xj
>= δij . (2.4.9)
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Järelikult, kui

X =
∑
i

Xi ∂

∂xi
, Y =

∑
j

Y j ∂

∂xj
,

kus X,Y on vektorväljad määramispiirkonnaga U , siis on määratud vektorväl-
jade skalaarkorrutis

< X,Y >=
∑
i

Xi Y i,

ja see on lõpmata diferentseeruv funktsioon hulgal U .

Definitsioon 2.4.7. Kui {E1, E2, . . . , En} on reeperiväli hulgal U , siis reeperi-
välja poolt määratud meetrikaks hulgal U nimetatakse sümmeetrilist ruutmaat-
riksit g, mille elemendid on

gij =< Ei, Ej > .

Meetrika elemendid gij on U koordinaatide siledad funktsioonid ja neid nimeta-
takse meetrika g komponentideks.

Ülesanne. Tasandi lahtisel hulgal U = R2 \ {L}, kus L on x-koordinaattelje
mittenegatiivne pool (alguspunktist lähtuv kiir) on määratud ristkoordinaa-
disüsteem x, y ja polaarkoordinaadisüsteem r, θ, kus üleminekufunktsioonidest
moodustatud difeomorfism on

(r cos θ, r sin θ) : (r, θ) ∈ D → (x, y) ∈ U,
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kus D = {(r, θ) : r > 0, 0 < θ < 2π} ⊂ R2. Ristkoordinaadid tekitavad
kanoonilist reeperivälja

{e1 =
∂

∂x
, e2 =

∂

∂y
},

ja polaarkoordinaadid tekitavad reeperivälja

{E1 =
∂

∂r
,E2 =

∂

∂θ
}.

Leidke üleminekumaatriks reeperiväljalt {e1, e2} reeperiväljale {E1, E2}. Leidke
reeperivälja {E1, E2} poolt tekitatud meetrika g.

Ülesanne. Hulgal U on antud kaks koordinaadisüsteemi x1, x2, . . . , xn ning
x1′ , x2′ , . . . , xn

′ . Esimene koordinaadisüsteem indutseerib reeperivälja {Ei} ja
teine indutseerib reeperivälja {Ei′}, kus

Ei′ = Aii′ei =
∂xi

∂xi′
ei.

Reeperiväli {Ei} tekitab meetrikat (gij) ja reeperiväli {Ei′} tekitab meetrikat
gi′j′ . Näidake, et

gi′j′ =
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′
gij .

Antud valem näitab, et meetrika komponendid moodustavad 2-korda kovariantse
tensorvälja.
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Vektorväli X määrab teisenduse X : C∞(U)→ C∞(U), kui suvalise f ∈ C∞(U)
korral defineerime

Xf =
n∑
i=1

Xi ∂f

∂xi
. (2.4.10)

Kuna valemi (2.4.10) parempool on siledate funktsioonide korrutiste summa, siis
Xf on sile funktsioon ja definitsioon on korrektne. Uurime vektorvälja algeb-
ra vaatekohalt. Selleks meenutame, et C∞(U) on assotsiatiivne kommutatiivne
ühikuga algebra. On lihtne näidata, et suvalise vektorvälja korral kehtivad oma-
dused

• X(λ f + µ g) = λ (Xf) + µ (Xg), (lineaarsus)

• X(f g) = (Xf) g + f (Xg), (Leibnizi valem)

kus λ, µ on reaalarvud ja f, g on siledad funktsioonid. Seega vektorväli X on
funktsioonide algebra lineaarteisendus, mis rahuldab Leibnizi valemit. Algebra
lineaarteisendust, mis rahuldab Leibnizi valemit, nimetatakse algebra derivat-
siooniks. Järelikult, algebra seisukohalt vektorväli on funktsioonide algebra deri-
vatsioon.

Milline on hulga D(U) algebraline struktuur? Osutub, et D(U) on moodul üle
funktsioonide algebra C∞(U), kui vektorväljade summa ja korrutist funktsioo-
niga määrame järgmiselt:

(X + Y )(p) = X(p) + Y (p), (g X)(p) = g(p)X(p).
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Näide 2.4.8. Vektorvälja hästi tuntud näide on gravitatsiooniväli. Olgu R3 kol-
mem~o~otmeline ruum ristkoordinaatidega x, y, z ja ruumi R3 alguspunktis asub
keha massiga m. Lahtise hulga U = R3 \ {0} ⊂ R3 igas punktis p on määra-
tud vektor, mis näitab, milline on selle keha poolt tekitatud külget~ombej~oud
(eeldusel, et punktis p asub keha massiga 1). Vektor on rakendatud punktist p,
suunatud alguspunkti poole, ja tema pikkus on km

r2
, kus r on punkti p kaugus

alguspunktist (vt joonis 14) ja k on gravitatsioonikonstant. Ruumi R3 ristkoor-

Joonis 14: Gravitatsiooniväli
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dinaatides gravitatsioonivälja poolt tekitatud vektorvälja X kuju on

X =
−km

(x2 + y2 + z2)3/2

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z

)
.

Definitsioon 2.4.9. Olgu X ∈ D(U) vektorväli. Vektorvälja X integraaljooneks
nimetatakse (siledat) parameetrilist joont α : (a, b)→ U , mis rahuldab tingimust

α̇(t) = X(α(t)). (2.4.11)

Kui α(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), X(x) =
(
x;X1(x), X2(x), . . . , Xn(x)

)
, siis

tingimuse (2.4.11) kuju ruumi Rn koordinaatides on järgmine

ẋ1(t) = X1
(
x1(t), x2(t), . . . , xn(t)

)
,

ẋ2(t) = X2
(
x1(t), x2(t), . . . , xn(t)

)
, (2.4.12)

. . .

ẋn(t) = Xn
(
x1(t), x2(t), . . . , xn(t)

)
.

Kui integraaljoon läbib punkti p = (p1, p2, . . . , pn), siis peab olema täidetud
α(0) = p v~oi xi(0) = pi. Oletame, et vektorväli on antud ja meie eesmärk on
leida selle vektorvälja integraaljoone, mis läbib ette antud punkti p. Sellise in-
tegraaljoone leidmiseks tuleb leida diferentsiaalv~orrandisüsteemi (2.4.12) lahend
(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), mis rahuldab algtingimusi xi(0) = pi. V~orranduiüsteemis
X1, X2, . . . , Xn on antud funktsioonid ja x1(t), x2(t), . . . , xn(t) on tundmatud
funktsioonid. Meenutame diferentsiaalv~orrandisüsteemi lahendi olemasolu teo-
reemi.
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Teoreem 2.4.10. Olgu

ẋi = f i(t, x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n (2.4.13)

harilik diferentsiaalv~orrandisüsteem, kus iga funktsioon f i on klassi Cr funkt-
sioon lahtisel hulgal Uε = Iε × U, Iε = {t : |t| < ε}, U ⊂ Rn. Iga x ∈ U korral
leidub selle punkti ümbrus V ⊂ U ja δ > 0 sellised, et

• suvalise punkti p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ V korral eksisteerib diferentsiaalv~or-
randisüsteemi (2.4.13) lahend

x1(t) = ϕ1(t), x2(t) = ϕ2(t), . . . , xn(t) = ϕn(t), (2.4.14)

kus ϕi(t) on klassi Cr+1 funktsioonid vahemikul Iδ = {t : |t| < δ};

• lahend (2.4.14) rahuldab algtingimusi

ϕ1(0) = p1, ϕ2(0) = p2, . . . , ϕn(0) = pn; (2.4.15)

• iga p ∈ V korral lahend (2.4.14) on määratud üheselt selles m~ottes, et, kui
funktsioonid ϕ̃i(t) on diferentsiaalv~orrandisüsteemi (2.4.13) lahend, mis
rahuldab algtingimusi (2.4.15), siis funktsioonide ϕ̃i(t) määramispiirkond
on Iδ′ ⊂ Iδ ja ϕi(t)

∣∣
Iδ′
≡ ϕ̃i(t);

• kuna iga p ∈ V korral eksisterrib üks ja ainult üks lahend

{x1(t) = ϕ1(t), x2(t) = ϕ2(t), . . . , xn(t) = ϕn(t)},
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on määratud funktsioonid

ϕi(t, p1, p2, . . . , pn) : Iδ × V ⊂ Rn+1 → R,

mis on klassi Cr funktsioonid, st iga i korral ϕi(t, p) ∈ Cr(Iδ × V ).

Joonis 15: Vektorvälja integraaljooned

Näeme, et vektorvälja X integraaljoonte diferentsiaalv~orrandisüsteem (2.4.12)
on süsteemi (2.4.13) erijuht, st vektorvälja koordinaatfunktsioonid ei s~oltu para-
meetrist t. Parameetrit t tavaliselt nimetatakse ajaks, diferentsiaalv~orrandisüsteemi
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(2.4.13) dünaamiliseks v~orrandisüsteemiks ja selle lahendit liikumiseks. Diferent-
siaalv~orrandisüsteemi (2.4.12) kohta öeldakse, et ta määrab keskkonna statsio-
naarset liikumist (kiirusvektorid ei s~oltu ajast). Seega, teoreemist 2.4.10 järeldub

Teoreem 2.4.11. Kui X on vektorväli hulgal U ⊂ Rn, siis iga x ∈ U korral
leidub x-i ümbrus V ja δ > 0 sellised, et

• suvalise p ∈ V korral eksisteerib üks ja ainult üks vektorvälja X (sile)
integraaljoon F (t) : Iδ → V , mis läbib punkti p parameetri väärtusel t = 0,
st F (0) = p;

• arvestades integraaljoone s~oltuvust punktist p, saame kujutuse F (t, p) : Iδ×
V → U , mis on sile kujutus.

Kujutust F (t, p) m~onikord nimetatakse vooks selles m~ottes, et integraaljoontega
on määratud hulga V punktide liikumine hulgas U , st punkt, mille asukoht aja-
hetkel t = 0 on p, aja t jooksul nihkub punkti F (t, p). Selle liikumise trajektoor
on integraaljoon, ja liikumise hetkkiirus igas punktis on v~ordne vektorvälja X
väärtusega selles punktis.

Näide 2.4.12. Kolmem~o~otmelises ruumis R3 ristkoordinaatidega x, y, z on an-
tud vektorväli

X = (y + z)
∂

∂x
+ (z + x)

∂

∂y
+ (x+ y)

∂

∂x
. (2.4.16)

Leiame vektorvälja X integraaljooned. Diferentsiaalv~orrandisüsteem integraal-
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Joonis 16: Integraaljoonte voog
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joonte leidmiseks on

ẋ = y + z,

ẏ = z + x, (2.4.17)
ẋ = x+ y.

Lahendi otsime kujul x = k1 e
λt, y = k2 e

λt, z = k3 e
λt. Asendades diferent-

siaalv~orrandisüsteemi (2.4.17) saame lineaarv~orrandisüsteemi

λ k1 − k2 − k3 = 0,
−k1 + λ k2 − k3 = 0, (2.4.18)
−k1 − k2 + λ k3 = 0.

Homogeensel lineaarv~orrandisüsteemil on mittetriviaalseid lahendeid, kui tema
maatriksi determinant on null, st∣∣∣∣∣∣

λ −1 −1
−1 λ −1
−1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 3λ− 2 = 0. (karakteristlik v~orrand)

Karakteristlikul v~orrandil on järgmised lahendid λ1 = 2, λ2 = λ3 = −1. Kui
λ = λ1 = 2, siis lineaarv~orrandisüsteemi (2.4.18) astak on kaks (kaks s~oltumatud
v~orrandit) ja lahend on k1 = k2 = k3. Seega, tähistades C1 = k1 = k2 = k3,
saame esimese lahendi

x = C1 e
2t, y = C1 e

2t, z = C1 e
2t.
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Analoogiliselt, kui λ = λ2 = λ3 = −1, v~orrandisüsteemi (2.4.18) astak on 1 (üks
s~oltumatu v~orrand k1 + k2 + k3 = 0), ja lahend on

x = C2 e
−t, y = C3 e

−t, z = (−C2 − C3) e−t.

Kuna üldlahend on eespool leitud lahendite summa, diferentsiaalv~orrandisüsteemi
(2.4.17) üldlahend on

x = C1 e
2t + C2 e

−t,

y = C1 e
2t + C3 e

−t, (2.4.19)
z = C1 e

2t − C2 e
−t − C3 e

−t,

kus C1, C2, C3 on konstandid. Oletame, et integraaljoon läbib punkti p = (p1, p2, p3),
st diferentsiaalv~orrandisüsteem on süsteem algtingimustega

x(0) = p1, y(0) = p2, z(0) = p3.

Seega,

C1 + C2 = p1,

C1 + C3 = p2,

C1 − C2 − C3 = p3.

Siit leiame

x =
1
3

(e2t + 2 e−t) p1 +
1
3

(e2t − e−t) p2 +
1
3

(e2t − e−t) p3,
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y =
1
3

(e2t − e−t) p1 +
1
3

(e2t + 2 e−t) p2 +
1
3

(e2t − e−t) p3,

z =
1
3

(e2t − e−t) p1 +
1
3

(e2t − e−t) p2 +
1
3

(e2t + 2 e−t) p3.

Vektorvälja X integraaljoon, mis läbib punkti p, on leitud. Integraaljoonte voog
on kujutus F : R× R3 → R3, mille kirjutame maatrikskujul

F (t, p) = A(t) · p, (2.4.20)

kus

F (t, p) =

 F 1(t, p)
F 2(t, p)
F 3(t, p)

 , p =

 p1

p2

p3

 ,

ja A(t) on kolmandat järku maatriks

A(t) =
1
3
e2tG+

1
3
e−tH,

kus

G =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 , H =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 .

Valem (2.4.20) näitab, et integraaljoonte voog F (t, p) määrab üheparameetri-
list (parameetriks on t) ruumi R3 lineaarteisenduste peret (iga kolmandat järku
maatriks määrab ruumi R3 lineaarteisendust). Osutub, et maatriksite ühepa-
rameetriline pere A(t) on rühm, st kujutus A : t ∈ R → A(t) ∈ GL3(R) on
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homomorfism ehk kehtib A(t+τ) = A(t) ·A(τ) ja A(0) = I, kus I on kolmandat
järku ühikmaatriks. T~oepoolest, on lihtne veenduda, et maatriksite G,H korral
kehtib

G2 = 3G, G ·H = H ·G = 0, H2 = 3H,

kust kohe järeldub A(t + τ) = A(t) · A(τ). Juhime tähelepanu, et kujutus A
on sile, seega, A on sile joon rühmal GL3(R) ja teda nimetatakse GL3(R)-i
üheparameetriliseks alamrühmaks (kommutatiivne).

2.5. Teoreem pöördfunktsioonist

Definitsioon 2.5.1. Olgu U, V ⊂ Rn lahtised hulgad. Kujutust F : U → V
nimetame Cr-difeomorfismiks (diffeomorphism), kui

• F on homöomorfism;

• F on klassi Cr kujutus;

• F−1 on klassi Cr kujutus.

Kui r =∞, siis kujutust F nimetame difeomorfismiks.

Brouweri teoreemist järeldub, et lahtine hulk U ⊂ Rn ei saa olla difeomorfne
lahtise hulgaga V ⊂ Rm, kui m 6= n. Teine märkus seisneb selles, et definitsiooni
teisest tingimusest kolmas ei järeldu, st kui F on klassi Cr, siis F−1 ei pea
olema sama klassi kujutus. T~oepoolest, funktsioon fR → R, y = f(x) = x3 on
bijektsioon (kujutuse m~ottes) ja l~opmata diferentseeruv, kuid pöördfunktsioon
x = f−1(y) = 3

√
y ei ole diferentseeruv punktis y = 0, kuna selles punktis tema

tuletis ( 3
√
y)′ = 1

3 3
√
y2

ei ole määratud.
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Näide 2.5.2. Olgu v = (v1, v2, . . . , vn) vektor. Kujutust F : Rn → Rn, F (x) =
x+ v v~oi

F (x1, x2, . . . , xn) = (x1 + v1, x2 + v2, . . . , xn + vn),

nimetame paralleellükkeks. On ilmne, et paralleelüke F on bijektsioon, pör̈d-
kujutus on F−1(x) = x−v. Paralleelüke F on pidev kujutus, pöördkujutus F−1

on ka pidev, seega F on homöomorfism. Jacobi maatriks on ühikmaatriks, st
DF (x) = I, seega F on sile kujutus ja tema pöördkujutus o ka sile. Järelikult
paralleelüke on difeomorfism.

Näide 2.5.3. Olgu A = (aij) n-järku ruutmaatriks. Defineerime kujutust F :
Rn → Rn valemiga

F (x1, x2, . . . , xn) =
( n∑
i=1

a1ix
i,

n∑
i=1

a2ix
i, . . . ,

n∑
i=1

anix
i
)
,

v~oi maatrikskujul F (x) = A ·x. Kujutust F nimetatakse ruumi Rn lineaarteisen-
duseks. Lineaaralgebras näidatakse, et regulaarse maatriksi A korral (det(A) 6=
0) kujutus F on bijektsioon ja pöördkujutus F−1(x) = A−1 ·x. Lineaarteisenduse
Jacobi maatriks on A, st DF (x) = A, ja DF−1(x) = A−1. Seega, nii kujutus F ,
kui ka pöördkujutus on siledad kujutused, ja F on difeomorfism.

Lause 2.5.4. Olgu U, V,W ruumi Rn lahtised hulgad, F : U → V , G : V → W
peale kujutused ja H = G◦F : U →W nende korrutis. Kui kaks kujutust kolmest
F,G,H on difeomorfismid, siis kolmas on ka difeomorfism.

Teoreem 2.5.5. (Teoreem pöördfunktsioonist) Olgu W ⊂ Rn lahtine hulk
ja F : W → Rn klassi Cr kujutus (r = 1, 2, . . . ,∞). Kui kujutuse F Jacobi
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maatriks DF on regulaarne punktis p ∈ W , st det (DF (p)) 6= 0, siis leidub
punkti p ümbrus U ⊂W selline, et V = F (U) on lahtine hulk ja F : U → V on
klassi Cr difeomorfism. Kui x ∈ U, y = F (x) ∈ V , siis kehtib

DF−1(y) = (DF (x)
∣∣∣
x=F−1(y)

)−1.

Järgnevas vektorväljade uurimisel sageli kasutame järgmist teoreemi:

Teoreem 2.5.6. (Eralduvusteoreem) Olgu F ⊂ Rn kinnine hulk ja K ⊂ Rn

kompaktne hulk, kusjuures F
⋂
K = ∅. Leidub l~opmata diferentseeruv (st C∞-

klassi) funktsioon f : Rn → [0, 1] selline, et

f(x) =
{

1 kui x ∈ K,
0 kui x ∈ F.

T~oestus. Meenutame, et funktsioon

h(t) =
{
e−

1
t kui t > 0,

0 kui t ≤ 0,

on l~opmata diferentseeruv (sile), kuid punktis t = 0 ta ei ole analüütiline funkt-
sioon. Suvalise t ∈ R korral funktsiooni h tuletised on pidevad funktsioonid ja
on määratud valemiga

h(n)(t) =
{

pn(t)
x2n h(t) kui t > 0,

0 kui t ≤ 0,
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kus pn(t) on astme n− 1 polünoom, mis on määratud rekursiivse valemiga

p1(t) = 1, pn+1(t) = t2 p′n(t)− (2nt− 1) pn(t).

Olgu Bε(0) lahtine kera raadiusega ε > 0 ja keskpunktiga ruumi Rn alguspunk-
tis. Olgu δ = ε/2. Kasutades funktsiooni h(t) konstrueerime sellise l~opmata
diferentseeruva funktsiooni g : Rn → [0, 1], et

g(x) =
{

1 kui x ∈ Bδ(0),
0 kui x ∈ Rn \Bδ(0).

Funktsiooni g defineerime valemiga

g(x) =
h(ε2 − ||x||2)

h(ε2 − ||x||2) + h(||x||2 − δ2)
. (2.5.1)

Näitame, et g on sile funktsioon. Kui me näitame, et valemis (2.5.1) lugeja ja
nimetaja on siledad funktsioonid, kusjuures nimetaja on nullist erinev ruumi
Rn igas punktis, siis sellega meie näitame, et g on sile funktsioon. On ilmne, et
h(ε2−||x||2) on sile funktsioon, kuna ta on siledate funktsioonide kompositsioon
(liitfunktsioon). T~oepoolest, h(ε2 − ||x||2) = h ◦ σ(x), kus

σ(x) = ε2 − (x1)2 − (x2)2 − . . .− (xn)2.

Analoogiliselt saab näidata, et nimetaja on sile funktsioon, kuna ta on sileda-
te funktsioonide summa. Nüüd näitame, et nimetaja on nullist erinev igas Rn

punktis. Kehtib {
h(ε2 − ||x||2) = 0 kui ||x|| ≥ ε,
h(||x||2 − δ2) = 0 kui ||x|| ≤ δ = ε

2 .
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Seega suvalise x ∈ Rn kehtib h(ε2− ||x||2) +h(||x||2− δ2) 6= 0 ja g on sile funkt-
sioon. Nüüd, mittenegatiivsete reaalarvude hulka jaotame kolmeks alamhulgaks:
0 ≤ ||x|| < δ, δ ≤ ||x|| < ε, ε ≤ ||x|| < ∞. Antud jaotus on samaväärne ruumi
Rn jaotusega: x ∈ Bδ(0), x ∈ Bε(0) \Bδ(0), Rn \Bε(0). Kehtib

0 ≤ ||x|| < δ ⇔ x ∈ Bδ(0)⇔ h(||x||2 − δ2) = 0⇔ g(x) =
h(ε2 − ||x||2)
h(ε2 − ||x||2)

= 1,

δ ≤ ||x|| < ε⇔ x ∈ Bε(0) \Bδ(0)⇔ 0 < g(x) ≤ 1,

ε ≤ ||x|| <∞⇔ x ∈ Rn \Bε(0)⇔ h(ε2 − ||x||2) = 0⇔ g(x) = 0.

Seega

g(x) =
{

1 kui x ∈ Bδ(0),
0 kui x ∈ Rn \Bε(0).

On lihtne veenduda, et suvalise p ∈ Rn kehtib

g̃(x) = g(x− p) =
{

1 kui x ∈ Bδ(p),
0 kui x ∈ Rn \Bε(p).

Nüüd meenutame, et F on kinnine ja K on kompaktne, kusjuures F
⋂
K = ∅.

Alati leiduvad punktid p1, p2, . . . , pN ja arvud ε1, ε2, . . . , εN (kus N on l~oplik)
sellised, et

K ⊂
⋃
i

Bδi(pi), δi =
εi
2

ja (⋃
i

Bεi(pi)
) ⋂

F = ∅.
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Olgu g̃i : Rn → R funktsioon eespool kirjeldatud omadustega, st

g̃i(x) =
{

1 kui x ∈ Bδis(pi),
0 kui x ∈ Rn \Bεi(pi).

Funktsiooni f : Rn → R määrame valemiga

f(x) = 1−ΠN
i=1(1− g̃i(x)).

Kehtib f ∈ C∞(Rn) ja

f(x) =
{

1 kui x ∈ K,
0 kui x ∈ F. N

Järeldus. Olgu U ⊂ Rn, p ∈ U ja f : U → R sile funktsioon. Leidub punkti p
ümbrus V ⊂ U ja sile funktsioon f∗ : Rn → R selline, et

f∗
∣∣∣
V
≡ f, f∗

∣∣∣
F\U
≡ 0.
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3. Diferentseeruvad muutkonnad ja
alammuutkonnad

3.1. Diferentseeruva muutkonna m~oiste

Olgu M topoloogiline n-muutkond ja (U, φ), (V, ψ) selle muutkonna lokaalsed
kaardid, kusjuures U

⋂
V 6= ∅. Meenutame, φ, ψ on homöomorfismid. Kui p ∈

U
⋂
V , siis on mär̈atud punkti p lokaalsed koordinaadid

φ(p) = (x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) ∈ Rn,
ψ(p) = (y1(p), y2(p), . . . , yn(p)) ∈ Rn. (3.1.1)

Kuidas punkti p ühed lokaalsed koordinaadid avalduvad teiste lokaalsete koor-
dinaatide kaudu? Kuna φ, ψ on homöomorfismid, meil on määratud järgmised
kujutused:

ψ ◦φ−1 : φ(U
⋂
V )→ ψ(U

⋂
V ), φ ◦ψ−1 : ψ(U

⋂
V )→ φ(U

⋂
V ). (3.1.2)

On ilmne, et eespool defineeritud kujutused ψ◦φ−1, φ◦ψ−1 on ruumi Rn lahtiste
hulkade φ(U

⋂
V ) ja ψ(U

⋂
V ) homöomorfismid, kusjuures nad on teineteise

pöördkujutused. Kirjutame komponentides:

ψ ◦ φ−1 : yi = hi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n (3.1.3)
φ ◦ ψ−1 : xi = gi(y1, y2, . . . , yn), i = 1, 2, . . . , n. (3.1.4)
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Järelikult, iga i korral funktsioonid hi, gi on pidevad funktsioonid ja kehtivad
samasused:

hi
(
g1(y), g2(y), . . . , gn(y)

)
≡ yi, (3.1.5)

gi
(
h1(x), h2(x), . . . , hn(x)

)
≡ xi. (3.1.6)

Meenutame, et funktsioone hi, gi nimetatakse üleminekufunktsioonideks. Dife-
rentseeruva muutkonna idee seisneb selles, et topoloogilise muutkonna kaartide
abil konstrueerida atlase, mille k~oik üleminekufunktsioonid on diferentseeruvad.

Definitsioon 3.1.1. Olgu (U, φ), (V, ψ) topoloogilise n-muutkonna M lokaal-
sed kaardid. Kahte kaarti (U, φ), (V, ψ) nimetame C∞-koosk~olalisteks, kui tingi-
musest U

⋂
V 6= ∅ järeldub, et üleminekufunktsioonid hi(x), gj(y) on l~opmata

diferentseeruvad, st nad on klassi C∞ funktsioonid ehk siledad funktsioonid.
Viimane tingimus on samaväärne sellega, et kujutused ψ ◦φ−1, φ◦ψ−1 on ruumi
Rn lahtiste hulkade φ(U

⋂
V ) ja ψ(U

⋂
V ) difeomorfismid.

Definitsioon 3.1.2. Diferentseeruvaks struktuuriks v~oi C∞-struktuuriks (sile-
daks struktuuriks, smooth structure) topoloogilisel n-muutkonnal M nimeta-
takse lokaalsete kaartide kogumit U = {(Uα, φα)}, kui on täidetud järgmised
tingimused:

i)
⋃
α Uα = M , st {Uα} on muutkonna M kate;

ii) iga α, β korral lokaalsed kaardid (Uα, φα), (Uβ, φβ) on C∞-koosk~olalised;

iii) kui (V, ψ) on topoloogilise muutkonna M lokaalne kaart, mis on C∞-
koosk~olaline kogumi U iga kaardiga, siis (V, ψ) ∈ U.
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Topoloogilise n-muutkonna M temal määratud diferentseeruva struktuuriga U

nimetatakse diferentseeruvaks (siledaks) n-muutkonnaks (smooth manifold).

Seoses eespool antud definitsiooniga, kerkivad järgmised küsimused. Kas lei-
dub topoloogiline muutkond, millel ei ole v~oimalik konstrueerida diferentseeruva
struktuuri selle muutkonna lokaalsete kaartide abil? Teiste s~onadega, kas lei-
dub topoloogiline muutkond selline, et temal ei eksisteeri ühtegi diferentseeruvat
struktuuri? On m~oeldav ka situatsioon, kus topoloogilisel muutkonnal eksisteerib
diferentseeruv struktuur ja isegi mitte ainult üks, vaid eksisteerib mitu mitte-
ekvivalentset struktuuri. Need küsimused on tähtsad ja fundamentaalsed, kuid
rasked ja l~oplikut vastust veel ei ole. See on aktuaalne ja kiiresti arenev kaasaegse
matemaatika valdkond. Siin meie ainult mainime, et pikaajalise periodi jooksul
arvati, et topoloogilisel muutkonnal alati eksisteerib ainult üks diferentseeruv
struktuur (difeomorfismi täpsusega). Suureks üllatuseks oli 1956. aastal ilmu-
nud J. W. Milnor’i artikkel ([10]), kus ta näitas, et sfääril S7 eksisteerib mitu
erinevat diferentseeruvat struktuuri. Hiljem M.A. Kervair ja J.W. Milnor leidsid,
kui palju on mitteekvivalentset diferentseeruvat struktuuri sfääril dimensiooniga
alates 5 kuni 16 (vt allpool asuvas tabelis).

Mitteekvivalentsete diferentseeruvate struktuuride arv m sfääril Sn

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
m 1 1 1 ? 1 1 28 2 8 6 992 1 3 2 16256 1

Kervair konstrueeris topoloogilist muutkonda dimensiooniga 10, millel ei eksis-
teeri ühtegi diferentseeruvat struktuuri. On huvitav mainida, et, kui n 6= 4,
siis eukleidilisel ruumil Rn on olemas ainult kanooniline (harilik) diferentsee-
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ruv struktuur, kuid dimensioonis 4 peale kanoonilist diferentseeruvat struktuu-
ri eukleidilisel ruumil R4 eksisteerivad ka teised, kanoonilise struktuuriga mit-
teekvivalentsed struktuurid, neid nimetatakse eksootilisteks defirentseeruvateks
struktuurideks. Eksootilise diferentseeruva struktuuri olemasolu neljam~o~otmelise
ruumi R4 korral järeldub S. Donaldsoni teoreemidest ([8]) ja nende avastamine
oli suureks üllatuseks.

Tegelikult, lähtudes diferentseeruva muutkonna definitsioonist v~oib näidata, et
definitsiooni tingimused i ja ii on olulised, kuid viimane tingimus (atlase mak-
simaalsus) on rohkem teoreetilise iseloomuga, st kui mingi atlas (kaartide arv
on l~oplik) on konstrueeritud, siis muutkonna diferentseeruv struktuur on sellega
üheselt määratud, kuna meie v~oime formaalselt täiendada konstrueeritud atlast
k~oikv~oimalikute kaartidega.

Teoreem 3.1.3. Olgu M topoloogiline n-muutkond. Kui U = {(Uα, φα)} on
muutkonna M atlas, mis koosneb C∞-koosk~olalistest lokaalsetest kaartidest, siis
muutkonnalM eksisteerib üks ja ainult üks diferentseeruv struktuur, mis sisaldab
atlast U.

Näide 3.1.4. Olgu E2 eukleidiline tasand ristkoordinaatteljestikuga {O; e1, e2}
ja vastavatega ristkoordinaatidega x, y. Kui p on tasandi suvaline punkt, siis
on määratud punkti p ristkoordinaadid x(p), y(p) ja, seega, meil on määra-
tud kujutus ψ : E2 → R2. On ilmne, et ψ on homöomorfism (isegi isomeet-
ria). Seega, eukleidiline tasand on kaetud ühe koordinaadikaardiga (V, ψ), kus
V = E2, ψ(p) = (x(p), y(p)). ja Teoreemi (3.1.3) t~ottu meil on määratud dife-
rentseeruv struktuur. Seega, E2 on diferentseeruv muutkond.
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Olgu {O∗; e∗1, e∗2} eukleidilise tasandi mingi teine ristreeper ja vastavad ristkoor-
dinaadid on x∗, y∗. Seega, meil on määratud teine koordinaadikaart (V, ψ) euklei-
dilisel tasandil, kus V = E2 ja ψ(p) = (x∗(p), y∗(p)). Juhime tähelepanu sellele,
et kaart (V, ψ) erineb eespool defineeritud kaardist, kuna kujutused φ ja ψ on
erinevad. Teame, et leidub nurk θ nii, et

x = x∗ cos θ − y∗ sin θ + h1

y = x∗ sin θ + y∗ cos θ + h2.

Järelikult, üleminekufunktsioonid on l~opmata diferentseeruvad ja kaardid (V, φ)
ja (V, ψ) on C∞-koosk~olalised ja teine kaart kuulub esimese kaardi poolt mää-
ratud diferentseeruvasse struktuuri.

Olgu U ⊂ E2 eukleidilise tasandi lahtine alamhulk, kus U = E2 \ L ja L on
punktist O lähtuv kiir. Olgu p ∈ U , r punkti p kaugus punktini O, θ nurk
l~oigu Op ja kiire L vahel (kiirt L pöörame ümber punkti O kellaosuti liikumisele
vastupidises suunas niikaua, kui ta ühtib l~oiguga Op). Seega, meil on määratud
koordinaadikaart (U, ξ), kus

ξ(p) = (r(p), θ(p)) : U → R2, ξ(U) = {(r, θ) : 0 < r <∞, 0 < θ < 2π} ⊂ R2,

ja ξ on homömorfism. On ilmne, et r(p), θ(p) on punkti p polaarkoordinaadid.
Kui kiireks L valime x-telge, siis

x = r cos θ, y = r sin θ,

ja üleminekufunktsioonid näitavad, et kaart (U, ξ) on C∞-koosk~olaline kaardiga
(V, φ). Seega, tegemist on ühe ja sama diferentseeruva struktuuriga.
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Näide 3.1.5. On lihtne näidata, et diferentseeruva n-muutkonna M iga lah-
tine alamhulk U on diferensteeruv n-muutkond. T~oepoolest, hulga U atlase
{(V ∗, φ∗)} konstrueerime järgmiselt: kui (V, φ) on muutkonna M lokaalne kaart
selline, et V

⋂
U 6= ∅, siis kaardi (V ∗, φ∗) defineerime valemitega

V ∗ = V
⋂
U, φ∗ = φ

∣∣∣
V ∗
.

On ilmne, et {V ∗} on U kate, kaardid {(V ∗, φ∗}) on C∞-koosk~olalised ja, seega,
meil on konstrueeritud diferentseeruv struktuur hulgal U , mille suhtes ta on
diferentseeruv n-muutkond.

OlguA = (aij) ∈Mk,n(R) ristkülikmaatriks. Defineerime kujutust φ : Mk,n(R)→
Rkn valemiga

φ(A) = (a11, a12, . . . , a1n, a21, a22 . . . , a2n, . . . , akn).

Kujutus φ on bijektsioon, ja kasutades kujutust φ, meie v~oime defineerida hul-
gal Mk,n(R) topoloogiat (mille suhtes φ on homöomorfism) ja diferentseeruvat
struktuuri, mis on määratud ühe kaardiga (Mk,n(R), φ). Seega, Mk,n(R) on di-
ferentseeruv kn-muutkond.

Meenutame, et regulaarsete n-maatriksite hulk on

Gl(n,R) = {A ∈Mn(R) : det(A) 6= 0}.

Determinant det : Mn(R) → R on reaalväärtustega funktsioon n-järku ruut-
maatriksite hulgal, kusjuures definitsiooni kohaselt ta s~oltub maatriksi A ele-
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mentidest aij polünomiaalselt, st

det(A) =
∑
σ∈Sn

(−1)p(σ)a1i1a2i2 . . . anin ,

kus σ = (i1 i2 . . . in) on permutatsioon, p(σ) on permutatsiooni paarsus ja Sn
on n elementidest permutatsioonide rühm. Järelikult, det on pidev funktsioon
ja Gl(n,R) ⊂ Mn(R) on lahtine alamhulk. Kuna Mn(R) on diferentseeruv n2-
muutkond, siis Gl(n,R) on ka diferentseeruv n2-muutkond. Seega,

Gl(n,R) on diferentseeruv n2-muutkond.

Antud näide on tähtis selle pärast, et Gl(n,R) on rühm, kus rühma tehteks on
maatrikskorrutamine. Seega, meil on kaks struktuuri, kus üheks on diferentsee-
ruva muutkonna struktuur ja teiseks on rühma struktuur. Kui need struktuurid
on omavahel koosk~olas, st rühma tehe Gl(n,R) × Gl(n,R) → Gl(n,R) on di-
ferentseeruv kujutus muutkonna diferentseeruva struktuuri suhtes, siis Gl(n,R)
nimetame Lie rühmaks2.

Teoreem 3.1.6. OlguM,N diferentseeruvad muutkonnad, dimM = m, dimN =
n. Otsekorrutis M ×N = {(p, q) : p ∈ M, q ∈ N} on diferentseeruv muutkond

2Marius Sophus Lie (1842 - 1899), Norra matemaatik, l~opetas Oslo ülikooli, kaitses dok-
torikraadi sama ülikooli juures
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dimensiooniga m+ n, kusjuures diferentseeruv struktuur U on määratud koordi-
nadikaartide kogumiga (U×V, φ×ψ), kus (U, φ) on muutkonnaM lokaalne kaart,
(V, ψ) on muutkonna N lokaalne kaart ja φ× ψ(p, q) = (φ(p), ψ(q)) ∈ Rm+n.

Näide 3.1.7. On lihtne näidata, et ühikringjoon S1 on ühedimensionaalne di-
ferentseeruv muutkond. Ülalpool esitatud teoreemist järeldub, et toor T 2 =
S1 × S1 on diferentseeruv muutkond.

Näide 3.1.8. Esimeses osas (näide 1.2.4) oli näidatud, et sfäär on topoloogiline
ühelisidus kompaktne muutkond. Tegelikult säär on diferentseeruv muutkond
(ühelisidus ja kompaktne). T~oepoolest, sfääri üleminekufunktsioonid kaartide
(S2
x3>0, φ

+
3 ), (S2

x2>0, φ
+
2 ) korral on järgmised

φ+
2 ◦ (φ+

3 )−1 : η1 = ξ1, η2 =
√

1− (ξ1)2 − (ξ2)2,

kus

φ+
3 (S2

x3>0

⋂
S2
x2>0) = {(ξ1)2 + (ξ2)2 < 1, ξ2 > 0},

φ+
2 (S2

x3>0

⋂
S2
x2>0) = {(η1)2 + (η2)2 < 1, η2 > 0}. (3.1.7)

Üleminekufunktsioonid on diferentseeruvad eespool antud määramispiirkonnas
ja, seega, sfäär on diferentseeruv muutkond. Tegelikult, see väide kehtib suvalises
dimensioonis, st n-m~o~otmeline sfäär on diferentseeruv muutkond.

Sfäär ja toor asuvad kolmem~o~otmelises eukleidilises ruumis R3. Kuna R3 on
diferentseeruv muutkond, siis sfäär ja toor on alammuutkonnad (definitsiooni
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anname hiljem). Üldiselt, ruumi R3 diferentseeruvat 2-alammuutkonda nimeta-
takse pinnaks (surface) ja diferentseeruvat 1-alammuutkonda (kas R2 v~oi R3)
nimetatakse jooneks (curve). Jooned ja pinnad on klassikalise diferentsiaalgeo-
meetria uurimisobjektid.

Näide 3.1.9. Projektiivne ruum Pn(R) on diferentseeruv n-muutkond. On
v~oimalik näidata, kasutades esimeses osas konstrueeritud atlase abil (harjutus-
ülesanne).

Näide 3.1.10. Grassmanni muutkond Gk,n(R) on diferentseeruv k(n−k)-muut-
kond. Näidatakse eespool konstrueeritud atlase abil (harjutusülesanne).

3.2. Diferentseeruvad funktsioonid muutkonnal

Topoloogilise muutkonna korral meil on määratud selline m~oiste, nagu pidev
funktsioon topoloogilisel muutkonnal. Oletatavasti, diferentseeruva muutkonna
korral on määratud diferentseeruva funktsiooni m~oiste.

Olgu f funktsioon määramispiirkonnaga Wf , kus Wf on diferentseeruva muut-
konna M lahtine alamhulk, st Wf ⊆ M . Seega, f : Wf → R. Olgu (U, φ)
muutkonna M lokaalne kaart lokaalsete koordinaatidega x1, x2, . . . , xn selline,
et Wf

⋂
U 6= ∅. Funktsioon f tekitab n-muutuja funktsiooni f̂ = f ◦ φ−1, mille

määramispiirkond on φ(Wf
⋂
U) ⊂ Rn. Kehtib

f(p) = f̂(x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) = f̂(φ(p)), p ∈Wf

⋂
U.

Järgnevas meie tähistame nii funktsiooni f , kui ka tema poolt tekitatud n-
muutuja funktsiooni f̂ , ühe ja sama tähega f (funktsioon f̂ on funktsiooni
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f avaldis kaardi lokaalsetes koordinaatides). Kui tegemist on kahe kaardiga
(U, φ), (V, ψ), kusWf

⋂
U
⋂
V 6= ∅, siis vastava kaardi koordinaatidega näitame,

millise funktsiooniga tegemist on, st

f(p) = f(x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) = f(y1(p), y2(p), . . . , yn(p)).

Definitsioon 3.2.1. Funktsiooni f : Wf → R nimetame C∞-funktsiooniks (si-
ledaks funktsiooniks, diferentseeruvaks funktsiooniks), kui suvalise p ∈Wf korral
leidub muutkonna M lokaalne kaart (U, φ) selline, et p ∈ U

⋂
Wf ja funktsioon

f̂ = f ◦ φ−1 on C∞-funktsioon ruumi Rn lahtisel alamhulgal φ(Wf
⋂
U).

Mainime, et vastavalt meie tähistustele xi on nii muutuja, kui ka koordinaa-
difunktsioon, st kui koordinaadifunktsiooni teda määratakse valemiga xi(p) =
πi◦φ(p) : U → R, kus πi(q1, q2, . . . , qn) = qi. On ilmne, et iga koordinaadifunkt-
sioon on sile. T~oepoolest, kehtib

x̂i(x1, x2, . . . , xn) = xi ◦ φ−1(x1, x2, . . . , xn)
= (πi ◦ φ) ◦ φ−1(x1, x2, . . . , xn) = xi.

Lähtudes definitsioonist v~oime näidata, et kehtivad omadused:

1. kui f : Wf → R on sile funktsioon ja V ⊂ Wf on lahtine alamhulk, siis
f
∣∣∣
V

on sile funktsioon hulgal V ;

2. kui Wf =
⋃
α Uα ja iga α korral f on sile funktsioon hulgal Uα, siis f on

sile funktsioon hulgal Wf .
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Definitsioon 3.2.2. Kujutust F : W → N , kus W ⊆ M ja M,N on di-
ferentseeruvad muutkonnad, nimetatakse C∞-kujutuseks (siledaks kujutuseks,
diferentseeruvaks kujutuseks), kui iga p ∈ W korral leiduvad lokaalsed kaardid
(U, φ), U ⊂ M, (V, ψ), V ⊂ N, p ∈ U ⊂ W,F (p) ∈ V, F (U) ⊂ V sellised, et
kujutus ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V ) on C∞-kujutus.

Teoreem 3.2.3. Olgu M diferentseeruv muutkond, F ⊂ M kinnine alamhulk,
K ⊂ M kompaktne alamhulk, F

⋂
K = ∅. Leidub sile funktsioon f : M → [0, 1]

selline, et hulga K igas punktis funktsiooni f väärtus on 1, st f(x) ≡ 1, kui
x ∈ K, ja F (x) ≡ 0 kui x ∈ F .

Teoreem 3.2.4. Olgu U muutkonna M lahtine alamhulk, p ∈ U ja f : U → R
sile funktsioon. Leidub punkti p ümbrus V ⊂ U ja sile funktsioon f∗ : M → R
sellised, et f∗

∣∣∣
V
≡ f ja f∗

∣∣∣
M\U

≡ 0.

Definitsioon 3.2.5. Kujutust F : M → N nimetatakse difeomorfismiks, kui

1. F on homömorfism;

2. F on sile kujutus;

3. F−1 on sile kujutus.

Öeldakse, et muutkonnad M,N on difeomorfsed, kui leidub difeomorfism F :
M → N .

Näide 3.2.6. Olgu R diferentseeruv muutkond hariliku diferentseeruva struk-
tuuriga, st U = R ja φ = idR. Tähistame φ(t) = τ , kus t ∈ R, τ ∈ U . Seega, τ on
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kaardiga (U, φ) määratud koordinaat. Olgu V = R ja ψ(t) = t3 = σ. Järelikult,
(V, ψ) on muutkonna R teine koordinaadikaart. Näitame, et kaardid (U, φ), (V, ψ)
ei ole C∞-koosk~olalised. T~oepoolest, üleminekufunktsioon on φ ◦ ψ−1 : R → R
ja selle avaldus vastavates koordinaatides on τ = 3

√
σ. On ilmne, et ülemineku-

funktsioon on homöomorfism ja, seega, tegemist on ühe ja sama topoloogilise
muutkonnaga. Kuid funktsioon τ = 3

√
σ ei ole l~opmata diferentseeruv (ta isegi

ei ole pidevalt diferentseeruv), kuna tuletis

dt

dσ
=

1

3 3
√
σ2

ei ole pidev funktsioon punktsioon punktis σ = 0. Järelikult, meil on kaks erine-
vat diferentseeruvat struktuuri ühel ja samal topoloogilisel muutkonnal R. On
ilmne, et antud näide on lihtne ja vastavad struktuurid on difeomorfsed (ekviva-
lentsed). T~oepoolest, olgu F : R→ R̃, kus R on R hariluku diferentseeruva struk-
tuuriga ja R̃ on R teise diferentseeruva struktuuriga, F (t) = t3. Kirjutades kuju-
tuse F vastavates koordinaatides saame φ ◦ F ◦ ψ−1 : τ = F ( 3

√
σ) = ( 3

√
σ)3 = σ,

mis näitab, et F on difeomorfism.

Seega, ülalpool toodud näides ühel ja samal topoloogilisel muutkonnal on kaks
diferentseeruvat struktuuri, mis ei ole C∞-koosk~olalised, kuid nad on isomorfsed.
Diferentseeruvate muutkondade teooria üheks fundamentaalküsimuseks on küsi-
mus: kas ühel ja samal topoloogilisel muutkonnal (v~oi homöomorfsetel muutkon-
dadel) eksisteerivad erinevad mittedifeomorfsed diferentseeruvad struktuurid?

L~opetame ühe kriteeriumiga. Olgu M diferentseeruv muutkond, U ⊂M lahtine
alamhulk, φ : U → Rn homöomorfism. Paar (U, φ) on koordinaadikaart diferent-
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seeruval muutkonnal M parajasti siis, kui φ : U → V ⊂ Rn on difeomorfism.
Järgnevas meie nimetame paari (V, φ−1) muutkonna M lokaalseks parametrisee-
rimiseks (inglise keeles kasutatakse terminit patch).

3.3. Kujutuse astak. Immersiooni m~oiste

Olgu N,M diferentseeruvad muutkonnad, F : N → M diferentseeruv kujutus.
Olgu p ∈ N , F (p) ∈ M ja (U, φ), (V, ψ) lokaalsed kaardid vastavalt punkti p ja
punkti F (p) ümbruses, kusjuures F (U) ⊂ V . Kirjutades kujutuse F vastavate
kaartide lokaalsetes koordinaatides, saame

y1 = f̂1(x1, x2, . . . , xn),
y2 = f̂2(x1, x2, . . . , xn),

. . .

ym = f̂m(x1, x2, . . . , xn),

ehk
yα = f̂α(x1, x2, . . . , xn), α = 1, 2, . . . ,m,

kus
F̂ = ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ Rn → ψ(V ) ⊂ Rm.

Definitsioon 3.3.1. Kujutuse F astakuks punktis p ∈ M nimetame kujutuse
F̂ astakut punktis φ(p) ∈ Rn (Jacobi maatriksi DF̂ (φ(p)) astakut) ja tähistame
rankF (p).
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Seega, kujutuse F astak punktis p on Jacobi maatriksi DF̂ (φ(p)) astak, st

rankF (p) = rank
(∂f̂α
∂xi

∣∣∣
φ(p)

)
.

On v~oimalik näidata, et kujutuse astak ei s~oltu punktide p ja F (p) lokaalsetest
koordinaatidest. Osutub, et kehtib järgmine teoreem (ilma t~oestuseta):

Teoreem 3.3.2. (Teoreem kujutuse astakust) Olgu N,M diferentseeruvad
muutkonnad, dimN = n, dimM = m ja F : N → M diferentseeruv kujutus,
mille astak muutkonnaM igas punktis on k ≤ min (n,m). Muutkonna N suvalise
punkti p ∈ N korral leiduvad punktide p ∈ N , F (p) ∈ M koordinaatümbrused
(U, φ), (V, ψ), F (U) ⊂ V sellised, et

• φ(p) = (0, 0, . . . , 0) (n-korda), ψ(F (p)) = (0, 0, . . . , 0) (m-korda);

• kujutuse F̂ = ψ ◦ F ◦ φ−1 kuju lokaalsetes koordinaatides on

y1 = x1, y2 = x2, . . . , yk = xk, yk+1 = 0, . . . , ym = 0,

• φ(U) = Cnε (0), ψ(V ) = Cmε (0), kus ε > 0 ja Cnε (0), Cmε (0) on kuubid, st nt

Cnε (0) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| < ε}.

Teoreemist järeldub, kui F : N → M on difeomorfism, siis dimN = dimM .
T~oepoolest, oletame, et dimN 6= dimM , nt m < n. Sel juhul k ≤ min (n,m) =
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m < n. Olgu koordinaatümbrused valitud nii, nagu teoreemis, siis kujutuse F
kuju lokaalsetes koordinaatides on

y1 = x1, y2 = x2, . . . , yk = xk, yk+1 = 0, . . . , ym = 0

ja hulga φ(U) k~oikide punktide (0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) kujutis on ruumi Rm

alguspunkt, st F̂ (0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) = 0. Siit järeldub, et F ei saa olla bijek-
tiivne isegi lokaalselt.

Definitsioon 3.3.3. Diferentseeruvat kujutust F : N →M , kus N,M on dife-
rentseeruvad muutkonnad, nimetatakse immersiooniks (immersion), kui rankF =
n = dimN . Diferentseeruvat kujutust F : N → M nimetatakse submersiooniks
(submersion), kui rankF = m = dimM . Kui F on injektiivne immersioon,
mille abil kujutis Ñ = F (N) ⊂ M on varustatud topoloogiaga (mille suhtes
F on homöomorfism) ja diferentseeruva struktuuriga (mille suhtes F on difeo-
morfism), siis kujutist Ñ ⊂ M nimetatakse muutkonna M alammuutkonnaks
v~oi immersiooni F poolt tekkitatud alammuutkonnaks (submanifold, immersed
submanifold).

On ilmne, et immersiooni korral dimN ≤ dimM ja submersiooni korral dimN ≥
dimM . Juhime tähelepanu sellele, et sisestatud alammuutkonna struktuur s~oltub
nii N , kui ka F , ja Ñ üldiselt ei pea olema M topoloogiline alamruum.

Näide 3.3.4. OlguN = R,M = R3. Kujutust F : R→ R3 määratakse valemiga

F (t) = (cos 2πt, sin 2πt, t).
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Kujutuse astak on konstantne ja on v~ordne 1. Seega, F on immersioon. On
lihtne veenduda, et F on injektiivne immersioon, seega kujutis F (R) ⊂ R3 on
alammuutkond, mida nimetatakse kruvijooneks(helix) (vt joonis 17).

Joonis 17: Kruvijoon
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Näide 3.3.5. Olgu N = (1,+∞),M = R2, F : N →M , ja

F (t) = (
1
t

cos 2πt,
1
t

sin 2πt).

Kujutuse astak on konstantne ja v~ordub 1. Kujutus on injektiivne immersioon
ja kujutis on tasandi alammuutkond (vt joonis 23).

Joonis 18: Esimene spiraal
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Näide 3.3.6. Olgu N = (1,+∞),M = R2, F : N →M , ja

F (t) = (
t+ 1

2t
cos 2πt,

t+ 1
2t

sin 2πt).

Kujutuse astak on konstantne ja v~ordub 1. Kujutus on injektiivne immersioon
ja kujutis on tasandi alammuutkond (vt joonis 24).

Definitsioon 3.3.7. Kujutust F : N → M , kus N,M on diferentseeruvad
muutkonnad, nimetastakse sisestuseks, (imbedding) kui

• F on injektiivne immersioon,

• F : N → F (N) = Ñ ⊂ M on homöomorfism, kus Ñ topoloogia on
muutkonna M topoloogilise alamruumi topoloogia. Ñ ⊂ M nimetatakse
muutkonna M sisestatud alammuutkonnaks (imbedded submanifold).

Sisestuse definitsioonist järeldub, et sisestatud alammuutkonna topoloogiline
struktuur on koosk~olaline muutkonna M topoloogilise struktuuriga (üldise to-
poloogia m~ottes).

Näide 3.3.8. Olgu N = R,M = R2, F : N →M , ja

F (t) = (2 cos(t− π

2
), sin 2(t− π

2
)).

Kujutus on immersioon, kuid ta ei ole injektiivne immersioon. T~oepoolest, lihtne
arvutus näitab, et suvalise täisarvu k ∈ Z korral F (2kπ) = (0, 0) (kujutuis on
alguspunkt). Järelikult F (R) ⊂ R2 ei ole tasandi alammuutkond (vt joonis 20).
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Joonis 19: Teine spiraal
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Joonis 20: Arv kaheksa
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Näide 3.3.9. Veidi modifitseerime eelmist näidet nii, et kujutus oleks injektiivne
immersioon. Oletame, et funktsioonil g : R→ R on järgmised omadused:

1. g on l~opmata diferentseeruv,

2. g on monotoonselt kasvav funktsioon, st t1 < t2 ⇒ g(t1) < g(t2),

3. limt→−∞ g(t) = 0, g(0) = π, limt→∞ g(t) = 2π.

Selliste omadustega funktsioon on, näiteks, g(t) = π + 2 arctan(t) (vt graafik
21) Nüüd eelmises näides kirjeldatud kujutust modifitseerime järgmiselt:

F (t) = (2 cos(g(t)− π

2
), sin 2(g(t)− π

2
)).

Veenduge, et F on diferentseeruv kujutus, mille astak on 1 suvalise t korral.
Järelikult F on immersioon. Kujutis ImF ⊂ R2 on nädatud joonisel 22. Kujutis
näitab, et F ei ole homöomorfism (kui meie vaatleme kujutist tasandi topoloogi-
lise alamruumina). Seega, kui kujutus on injektiivne immersioon, sellest veel ei
järeldu, et ta on sisestus. Mainime, et ImF on tasandi alammuutkond (immersed
submanifold), kuid ta eil sisestatud alammuutkond (imbedded submanifold).

Viimases näidest järeldub, et kas kujutus on immersioon v~oi sisestus s~oltub ku-
jutuse globaalsest struktuurist, mitte lokaalsest. T~oepoolest, viimase näide ku-
jutus on injektiivne immersioon ja sisestus t 6= 0 piisavalt väikeses ümbruses,
kuid globaalselt ta ei ole sisestus, kuigi ta on injektiivne immersioon.
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Joonis 21: Funktsioon g(t)
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Joonis 22: Veel üks kaheksa
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Teoreem 3.3.10. Olgu F : N →M immersioon, kus N,M on diferentseeruvad
muutkonnad, ja dimN ≤ dimM . Iga punkti p ∈ N korral leidub tema ümbrus
U ⊂ N nii, et F

∣∣∣
U

: U → F (U) ⊂M on sisestus.

3.4. Regulaarne alammuutkond

Eelmises punktis oli defineeritud alammuutkonna m~oiste. Diferentseeruva muut-
konna M alammuutkond N ⊂ M on diferentseeruva muutkonna Ñ kujutis
N = F (Ñ), kui kujutus F : Ñ → M on injektiivne immersioon, kusjuu-
res F : Ñ → N ⊂ M on difeomrfism. See on k~oige üldisem alammuutkonna
m~oiste ja teda hakkati laialt kasutama (ta osutus eriti effektiivseks Lie rühmade
teoorias) Claude Chevalley teadustööde m~ojul (vt [6]). Alammuutkonna N di-
ferentseeruv struktuur on difeomorfne (ekvivalentne) muutkonna N diferentsee-
ruva struktuuriga ja üldiselt kaudselt seotud muutkonna M , mille alamhulgaks
ta on, diferentseeruva struktuuriga.

Definitsioon 3.4.1. Olgu N ⊂M diferentseeruva m-muutkonna M alamhulk.
Öeldakse, et alamhulgal N on n-alammuutkonna omadus, kui ∀p ∈ N korral
leidub punkti p koordinaatümbrus (U, φ), U ⊂M koordinaatidega x1, x2, . . . , xm

selline, et

• φ(p) = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rm,,

• φ(U) = Cmε (0), kus Cmε (0) on m-m~o~otmeline kuub keskpunktiga algus-
punktis ja ε > 0,

• φ(U
⋂
N) = {x ∈ Cmε (0) : xn+1 = . . . = xm = 0}.
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Kui N on alamhulk n-alammuutkonna omadusega, siis koordinaatümbrust ülal-
pool kirjeldatud omadustega nimetatakse punkti p eelistatavaks koordinaatümb-
ruseks N suhtes.

Olgu π : Rm → Rn, kus m ≥ n, projektsiooni kujutus

π(x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, x2, . . . , xn).

Lemma 3.4.2. Kui N ⊂ M on diferentseeruva m-muutkonna M alamhulk n-
alammuutkonna omadusega (n < m), siis N on diferentseeruv n-muutkond järg-
mise struktuuriga:

1. N on topoloogiline n-muutkond muutkonna M alamruumi topoloogia suh-
tes,

2. diferentseeruv struktuur on määratud atlasega {(Vα, ψα)}α∈A, kus Vα =
Uα
⋂
N ⊂ N, ψα = π◦φα

∣∣∣
Vα

: Vα → Rn, kus {(Uα, φα)}α∈A on muutkonna
M k~oikide eelistatavate koordinaatkaartide alamhulga N suhtes kogum,

3. sisaldamine i : N →M on sisestus muutkondade N jaM diferentseeruvate
struktuuride suhtes.

Definitsioon 3.4.3. Diferentseeruvam-muutkonnaM regulaarseks n-alammuu-
tkonnaks (regular submanifold) N nimetatakse muutkonna M alamhulka N ⊂
M n-alammuutkonna omadusega ja diferentseeruva struktuuriga, mis on mää-
ratud muutkonna M eelistatavate koordinaatkaartide (N suhtes) kogumiga (vt
Lemma 3.4.2 punkt 2).
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Näide 3.4.4. Olgu f : U → R, U ⊂ Rn l~opmata diferentseeruv funktsioon.
Funktsiooni f gradiendiks grad f nimetatakse vektorvälja

grad f =
n∑
i=1

∂f

∂xi
∂

∂xi
.

On ilmne, et grad f on sile vektorväli hulgal U . Olgu c ∈ R. Hulka S = f−1(c) ⊂
Rn nimetatakse funktsiooni f tasemepinnaks (level surface), kui

1. S = f−1(c) = {x ∈ U : f(x) = c} 6= ∅,

2. iga p ∈ S korral grad f(p) 6= 0.

Kasutades teoreemi pöördfunktsioonist (vt 2.5.5) v~oi teoreemi kujutuse astakust
(vt 3.3.2), saab näidata, et funktsiooni tasemepind on muutkonna Rn regulaarne
alammuutkond dimensiooniga n − 1. Seega, iga tasemepind on diferentseeruv
muutkond ja meil on diferentseeruvate muutkondade üsna suur ja tähtis klass,
kuhu kuuluvad nt k~oik tesist järku pinnad, toor. Mainime, et diferentseeruvate
muutkondade klass on laiem kui tasemepindade klass, sest projektiivne ruum ja
Grassmanni muutkond ei ole tasemepinnad.

Osutub, et kehtib isegi üldisem teoreem:

Teoreem 3.4.5. Olgu N,M diferentseeruvad muutkonnad dimensioonidega vas-
tavalt n,m ja F : N →M diferentseeruv kujutus. Kui muutkonna N igas punktis
kujutuse F astak on k ≤ min(m,n) ja q ∈ F (N) ⊂ M on kujutise ImF ⊂ M
mingi punkt, siis F−1(q) on muutkonna N kinnine regulaarne alammuutkond
dimensiooniga n− k.
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Järeldus. Olgu N,M diferentseeruvad muutkonnad dimensioonidega vastavalt
n,m ja m ≤ n. Kui q ∈ M on selline punkt, et Q = F−1(q) 6= ∅, ja hulga Q
igas punktis diferentseeruva kujutuse F : N → M astak on m, siis Q ⊂ N on
muutkonna N kinnine regulaarne alammuutkond ja dimQ = n−m.

3.5. Lie rühmad

Selle punkti p~ohiobjektiks on Lie rühm. Lie rühmade teooria on väga tähtis mitte
ainult matemaatikas, kuid ka teoreetilises füüsikas ja mehaanikas.

Olgu G diferentseeruv muutkond. Oletame, et G on ka algebraline rühm korru-
tamistehtega (x, y) ∈ G×G→ x · y ∈ G ja pöördelemendiga x ∈ G→ x−1 ∈ G.
Meenutame, et muutkondade otsekorrutis G×G on ka diferentseeruv muutkond.

Definitsioon 3.5.1. Diferentseeruvat muutkonda G nimetatakse Lie rühmaks
(Lie group), kui

1. G on algebraline rühm korrutamistehtega (x, y) ∈ G×G→ x · y ∈ G,

2. kujutused (x, y) ∈ G×G→ x · y ∈ G ja x ∈ G→ x−1 ∈ G on diferentsee-
ruvad kujutused.

Kui G on topoloogiline muutkond ja algebraline rühm ning punktis 2 mainitud
kujutused on pidevad, siis mmutkonda G nimetatakse topoloogiliseks rühmaks
v~oi pidevaks rühmaks.
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Näide 3.5.2. Regulaarsete n-järku maatriksite rühm Gl(n,R) (täielik lineaar-
rühm) on Lie rühm. T~oepoolest, punktis 3.1 näidatakse, et täielik lineaarrühm
on diferentseeruv muutkond. Meenutame, et Gl(n,R) on triviaalne muutkond, st
atlas koosneb ühest koordinaatkaardist (Gl(n,R), φ), kusjuures maatriksi A =
(aij) ∈ Gl(n,R) koordinaadid selles koordinaatkaardis on

φ(A) = (a11, a12, . . . , a1n, a21, a22 . . . , a2n, . . . , ann) ∈ Rn2
.

Näitame, et kujutused (x, y) ∈ G × G → x · y ∈ G ja x ∈ G → x−1 ∈ G on
diferentseeruvad. Kui A = (aij), B = (bkl) ∈ Gl(n,R) siis

A ·B = C = (cik) = (
n∑
j=1

aijbjk),

kust järeldub, et korrutamisega määratud kujutus on diferentseeruv kujutus,
kuna korrutise koordinaadid avalduvad maatriksite A,B koordinaatide kaudu
polünomiaalselt. Kujutuse A→ A−1 kuju koordinaatides on

A−1 =
(

(−1)i+j
Mij

detA

)T
, (Mij on elemendi aij täiendusmiinor).

Seega, pöördmaatriksi koordinaadid on ratsionaalfunktsioonid, kusjuures nime-
taja ei v~ordu nulliga, kuna maatriks on regulaarne. Järelikult, kujutus A→ A−1

on diferentseeruv kujutus ja

Gl(n,R) on n2-dimensionaalne Lie rühm.
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Näide 3.5.3. Olgu C∗ = C− {0} = {z ∈ C : z 6= 0}, kus C on kompleksarvude
korpus. C∗ on 2-dimensioonalne Lie rühm kompleksarvude korrutamise suhtes.
T~oepoolest, C∗ on algebraline rühm, kuna z1, z2 ∈ C∗ järeldub z1 · z2 ∈ C∗ ja
z−1
1 = 1

z1
∈ C∗. Ühikelement on arv 1. C∗ on diferentseeruv 2-muutkond ühe

koordinaatkaardiga (C∗, φ), kus φ(z) = (x, y) ∈ R2, kui z = x + i y ∈ C∗.
Mainime, et koordinaatkaardiga (C∗, φ) määratud diferentseeruv struktuur on
reaalne diferentseeruv struktuur selles m~ottes, et komplekstasandi alamhulgal
C∗ määratud funtsioon f : C∗ → C määrab kujutust R2 − {0} → R2, kus
z = (x, y) → (u(x, y), v(x, y)) ja f(z) = u(x, y) + i v(x, y). Kujutus on dife-
rentseeruv eespool määratud diferentseeruva struktuuri suhtes parajasti siis, kui
u(x, y), v(x, y) on l~opmata diferentseeruvad funktsioonid (öeldakse, et f(z) on
R2-diferentseeruv). Teine v~oimalik struktuur on konformne struktuur, mis tugi-
neb holomorfse funktsiooni m~oistele (vt järgmine punkt Riemanni pind). Nüüd
veendume, et kujutused (z, z′) ∈ C∗ × C∗ → z · z′ ∈ C∗ ja z ∈ C∗ → 1

z ∈ C∗ on
diferentseeruvad. Kirjutame koordinaatides

(z, z′) = ((x, y), (x′, y′))→ z · z′ = (xx′ − y y′, x y′ + y x′),

z = (x, y)→ z−1 = (
x

x2 + y2
,− y

x2 + y2
).

Nendest valemitest näeme, et komponentfunktsioonid on l~opmata diferentseeru-
vad.

Kui G1, G2 on algebralised rühmad, siis G1 × G2 on algebraline rühm korruta-
mistehtega (g1, g2) · (g′1, g′2) = (g1 · g′1, g2 · g′2). Ühikelement on paar (e, e′), kus
e ∈ G1, e

′ ∈ G2.
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Teoreem 3.5.4. Kui G1, G2 on Lie rühmad, siis G1 × G2 on Lie rühm muut-
kondade G1, G2 otsekorrutise diferentseeruva struktuuri suhtes.

Teoreem 3.5.5. Olgu G Lie rühm. Kui H ⊂ G on G algebraline alamrühm
ja H ⊂ G on muutkonna G regulaarne alammuutkond, siis H on Lie rühm
alammuutkonna diferentseeruva struktuuri suhtes.

Kasutades teoreemi ?? v~oime t~oestada, et järgmised rühmad on Lie rühmad.

Näide 3.5.6. Ühikringjoon S1 = {z ∈ C : |z| = 1} on algebraline rühm komp-
leksarvude korrutamise suhtes. Kuna S1 ⊂ C∗ on Lie rühma C∗ algebraline
alamrühm ning S1 ⊂ R2 − {0} on regulaarne alammuutkond, siis teoreemi ??
t~ottu S1 on Lie rühm. Teoreemist 3.5.4 järeldub, et Tn = S1 × S1 × . . . × S1

on Lie rühm. Lie rühma Tn nimetatakse toroidaalseks rühmaks (toral group).
Toroidaalne rühm on Abeli rühm.

Olgu G Lie rühm. Kui g ∈ G, siis kujutust Lg : G→ G defineeritakse valemiga
Lg(x) = g · x ja nimetatakse elemendiga g määratud vasaknihkeks (left transla-
tion by g). Analoogiliselt kujutust Rg : G→ G, kus Rg(x) = x · g, nimetatakse
paremnihkeks. On ilmne, et vasaknihe Lg (paremnihe Rg) on diferentseeruv ku-
jutus (teisendus). Suvalise g ∈ G korral vasaknihe Lg : G → G on bijektsioon,
kuna Lg−1 : G → G on teisenduse Lg pöördteisendus, st Lg−1 = L−1

g . Ku-
na pöördteisendus on ka diferentseeruv, Lg on difeomorfism. Olgu Diff (G) Lie
rühma G difeomorfismide hulk. On ilmne, et Diff (G) on (algebraline) rühm,
kui korrutamistehteks on difeomorfismide kompositsioon. On lihtne näidata, et
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kujutus g ∈ G → Lg ∈ Diff (G) on (algebraliste) rühmade homomorfism, st
Lg·g′ = Lg ◦ Lg′ .

Näide 3.5.7. Unimodulaarsete maatriksite rühm Sl(n,R) = {A ∈ Gl(n,R) :
detA = 1} on algebraline rühm ja regulaarne alammuutkond, seega Sl(n,R) on
Lie rühm. Algebralise rühma struktuur baaserub valemitel

det(A ·B) = det(A) det(B), det(A−1) =
1

det(A)
, Sl(n,R) ⊂ Gl(n,R).

Näitame, et Sl(n,R) on muutkonna Gl(n,R) regulaarne alammuutkond. Sel-
leks kasutame teoreemi 3.4.5 ja kujutust F : Gl(n,R)→ R∗, F (A) = detA, kus
R∗ = R−{0}. Teiste s~onadega, teoreemi 3.4.5 tähestustesN = Gl(n,R),M = R∗
ja F (A) = detA. Hulk R∗ on Abeli rühm reaalarvude korrutamise suhtes ja selle
struktuuri suhtes F on algebraliste rühmade homomorfism. Kujutus F on lõpma-
ta diferentseeruv kujutus, kuna maatriksi determinant on polünoom maatriksi
elementidest. Näitame, et kujutuse F astak on konstantne. Olgu A ∈ Gl(n,R)
mingi regulaarne maatriks ja detA = a 6= 0. Igale regulaarsele maatriksile
X ∈ Gl(n,R) vastab rühma Gl(n,R) vasaknihe LX : Gl(n,R) → Gl(n,R),
kus LX(Y ) = X · Y, Y ∈ Gl(n,R). Kehtib

F (X) = La ◦ F ◦ LA−1 X.

Kujutuste ahelreeglist (vt 2.2.4)järeldub, et

DF (X) = DLa ◦DF ◦DLA−1 (X).

Seega,
rankDF (X) = rank (DLa ◦DF ◦DLA−1 (X)).
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Kuid LA−1 on difeomorfism, järelikult DLA−1 on regulaarne maatriks ja maat-
riksarvutust järeldub

rankDF (X) = rank (DLa ◦DF (A−1X)).

Rühma R∗ vasaknihe La on arvuga a korrutamine, st La(x) = ax, ja sellise
kujutuse Jacobi maatriks on arv a 6= 0, seega

rankDF (X) = rank
(
aDF (A−1X))

)
= rank(DF (A−1X)).

Kuna eelmine valem kehtib suvalise A ∈ Gl(n,R) korral, võtame A = X, siis

rankDF (X) = rank
(
DF (E))

)
= const. (3.5.1)

Seega, Sl(n,R) on Lie rühm. On lihtne näidata, kasutades valemit (3.5.1), et F -i
astak on 1. Tõepoolest, olgu X = (xij). Arendades esimese veeru järgi, saame

F (X) = x11X11 + x21X21 + . . .+ xn1Xn1,

kus Xij on elemendi xij algebraline täiend. Kujutuse F Jacobi maatriks rühma
Gl(n,R) koordinaatides on

DF (X) =
( ∂F

∂x11
,
∂F

∂x12
, . . . ,

∂F

∂xnn

)
.

On ilmne, et ∂F
∂x11

= X11 (X21, . . . , Xn1 ei sisalda x11). Seega ∂F
∂x11

∣∣∣
E

= 1, ja
rankDF = 1.
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Näide 3.5.8. Väljateooriates on väga tähtsad unitaarsed rühmad SU(N). Väl-
jateooriat nimetatakse kalibratsiooniväljateooriaks, kui ta baseerub Lie rüh-
mal. Kõige tuntum kalibratsiooniväljateooria on Yang-Millsi väljateooria, mis
baaserub Lie rühmal SU(2), st Yang-Millsi kalibratsioonirühm on SU(2). Yang-
Millsi väljateooria on Maxwelli teooria üldistus. Rühm SU(3) on kromodünaa-
mika kalibratsioonirühmaks. Meenutame

SU(N) = {U ∈ Gl(n,C) : detU = 1, U · U † = E},

kus U † = ŪT . Maatriksit nimetatakse unitaarseks maatriksiks, kui ta rahuldab
U ·U † = E. On lihtne näidata, et SU(N) on algebraline rühm. Näitame, et SU(2)
on Lie rühm. Kehtib

U · U † = E ⇔ U−1 = U †.

Olgu

U =
(
z11 z12

z21 z22

)
.

Unitaarsuse tingimus annab

U−1 =
(

z22 −z12

−z21 z11

)
=
(
z̄11 z̄21

z̄12 z̄22

)
= U †,

või
z̄11 = z22, z12 = −z̄21.

Seega

U ∈ SU(2) ⇒ U =
(

z11 z12

−z̄12 z̄11

)
, |z11|2 + |z12|2 = 1.
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Olgu M(2,C) maatriksite

U =
(

z11 z12

−z̄12 z̄11

)
hulk. Olgu z11 = x1 + ix2, z12 = x3 + ix4. Defineerime φ : M(2,C) → R4

järgmiselt
φ(U) = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4.

On ilmne, et φ on bijektsioon. Seega, M(2,C) on neljam~o~otmeline diferentseeruv
muutkond. Rühm SU(2) on eraldatud tingimusega

|z11|2 + |z12|2 = 1 ⇔ x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 1.

Kolmem~o~otmeline sfäär S3 on muutkonna R4 regulaarne alammuutkond. Korru-
tamisega määratud kujutuse ϕ : R4×R4 → R4 komponendid muutkonna M(2,C)
koordinaatides on järgmised: kui φ(U) = (x1, x2, x3, x4), φ(V ) = (y1, y2, y3, y4),
siis φ(U · V ) = (ϕ1(x, y), ϕ2(x, y), ϕ3(x, y), ϕ4(x, y)), kus

ϕ1(x, y) = x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4,

ϕ2(x, y) = x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,

ϕ3(x, y) = x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2,

ϕ4(x, y) = x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1.

Kuna funktsioonid ϕi(x, y) on polünoomid koordinaatide suhtes, nad on lõp-
mata diferentseeruvad ja kujutus ϕ : R4 × R4 → R4 on diferentseeruv ku-
jutus. Kui diferentseeruvat kujutust ahendame regulaarsele alammuutkonnale
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ϕ
∣∣∣
S3×S3

: S3 × S3 → S3, siis ahend ϕ
∣∣∣
S3×S3

on diferentseeruv kujutus. Ana-

loogiliselt näitame, et kujutus U → U−1 on diferentseeruv. Seega, SU(2) on
3-dimensionaalne Lie rühm. Mainime, et meie arutlusest järeldub:

Lie rühm SU(2) on difeomorfne 3-sfääriga S3

Näide 3.5.9. Analoogiliselt saab näidata, et ortogonaalmaatriksite rühmad
O(n,R), SO(n,R) on Lie rühmad (harjutusülesanne). Meenutame, et

O(n,R) = {A ∈ Gl(n,R) : A ·AT = E}, (3.5.2)
SO(n,R) = {A ∈ Gl(n,R) : A ·AT = E, detA = 1}. (3.5.3)

Definitsioon 3.5.10. Olgu G1, G2 Lie rühmad. Kujutust F : G1 → G2 nime-
tatakse Lie rühmade homomorfismiks, kui

• F on algebraline homomorfism,

• F on diferentseeruv kujutus.

Näide 3.5.11. Muutkond G1 = R on Lie rühm reaalarvude liitmise suhtes
(reaalarvude aditiivne rühm), G2 = S1 = {z ∈ C : |z| = 1} on Lie rühm
kompleksarvude korrutamise suhtes. Kujutus F : G1 → G2, kus F (t) = ei2πt on
Lie rühmade homomorfism. Analoogiliselt, G1 = Rn on Lie rühm liitmise suhtes,
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Tn = S1 × . . . × S1 on toroidaalne Lie rühm, siis kujutus F : G1 → G2, kus
F (t1, t2, . . . , tn) = (ei2πt1 , ei2πt2 , . . . , ei2πtn) on Lie rühmade homomorfism.

Teoreem 3.5.12. Kui F : G1 → G2 on Lie rühmade homorfism, siis ku-
jutuse F astak on konstantne. Homomorfismi F tuum kerF on muutkonna
G1 regulaarne alammuutkond ja, seega, kerF ⊂ G1 on Lie rühm, kusjuures
dimkerF = dimG1 − rankF .

Tõestus. Olgu a ∈ G1 ja b = F (a) ∈ G2 elemendi a kujutis F suhtes. Olgu e, e′

vastavalt rühmade G1, G2 ühikelemendid. Kehtib

F (x) = F (a a−1 x) = F (a)F (a−1 x) = Lb ◦ F ◦ La−1(x).

Sellest järeldub

DF (x) = DLb(F (a−1x)) ·DF (a−1x) ·DLa−1(x).

Kuna vasaknihe on difeomorfism (suvalise elemendi korral ja suvalises punktis),
siisDLb(F (a−1x)) jaDLa−1(x) on regulaarsesd maatriksid. Seega, rankDF (x) =
rankDF (a−1x), ja kui võtame a = x, siis rankDF (x) = rankDF (e) = const.
Homomorfismi omadustest teame, et e′ ∈ ImF . Seega, teoreemi 3.4.5 tõttu
kerF = F−1(e′) ⊂ G1 on muutkonna G1 kinnine regulaarne alammuutkond.
Kuna kerF on G1 algebraline alamrühm, kerF on Lie rühm (teoreem 3.5.5). N

Definitsioon 3.5.13. Olgu G Lie rühm. Alamhulka H ⊂ G nimetatakse Lie
rühma alamrühmaks, kui

• H on G algebraline alamrühm, st x, y ∈ H ⇒ x · y−1 ∈ H,
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• H on G alammuutkond (immersed submanifold) ja H on Lie rühm alam-
muutkonna diferentseeruva struktuuri suhtes.

Teoreem 3.5.14. Kui H ⊂ G on Lie rühma G alamrühm ja H on regulaarne
alammuutkond, siis H on G kinnine alamhulk.

Kehtib ka pöördteoreem: kui H ⊂ G on Lie rühma G alamrühm ja H on G
kinnine alamhulk, siis H on regulaarne alammuutkond. Tegelikult saab t~oestada
teoreemi (vt [9]): Kui H ⊂ G on algebraline alamrühm ja kinnine alamhulk, siis
H on Lie rühma G alamrühm ja, kuna H on kinnine alamhulk, H on regulaarne
alammuutkond.

Definitsioon 3.5.15. Olgu G Lie rühm ja M diferentseeruv muutkond. Öel-
dakse, et Lie rühm G toimib vasakult muutkonnal M (Lie group acts on M on
the left), kui on määratud kujutus θ : G×M →M , mis rahuldab tingimusi:

• θ on C∞-kujutus (diferentseeruv),

• θ(e, x) = x, kus e ∈ G on ühikelement ja x ∈M ,

• θ(g1, θ(g2, x)) = θ(g1 · g2, x), kus g1, g2 ∈ G, x ∈M .

Kui θ : G ×M → M on Lie rühma G vasaktoime muutkonnal M ja g ∈ G
on fikseeritud, siis θ indutseerib kujutust θg : M → M , kus θg(x) = θ(g, x).
Definitsiooni 3.5.15 teisest tingimusest järeldub, et θe = idM . On lihtne veendu-
da, et iga g ∈ G korral kujutus θg : M → M on bijektsioon. Tõepoolest, θg−1
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on kujutuse θg pöördkujutus (järeldub definitsiooni 3.5.15 viimasest tingimu-
sest). Kuna nii θg, kui ka θg−1 on diferentseeruvad, siis iga g ∈ G korral kujutus
θg on muutkonna M difeomorfism. Olgu DiffM muutkonna M difeomorfismide
rühm. Definitsiooni 3.5.15 viimane tingimus on ekvivalentne sellega, et kujutus
g ∈ G → θg ∈ DiffM on homomorfism, st θg1·g2 = θg1 ◦ θg2 . Järgnevas meie
sageli Lie rühma toimet kirjutame kujul x→ g · x jättes vahele θ.

Vasaktoime G×M →M indutseerib homomorfismi G→ DiffM.
Vasaktoimet nimetatakse efektiivseks, kui selle homomorfismi

tuum koosneb ainult ühikelemendist e ∈ G

Definitsioon 3.5.16. Olgu G Lie rühm, V lõplikumõõtmeline vektorruum ja
Gl(V ) vektorruumi V lineaarteisenduste Lie rühm (L ∈ Gl (V )⇔ kerL = {0}).
Lie rühmade homomorfismi ρ : G→ LinV nimetatakse Lie rühma lineaaresitu-
seks (linear representation of a Lie group). Esitust nimetatakse taandumatuks
esituseks (irreducible representation), kui ei leidu sellist vektorruumi V alam-
ruumi K (K on mittetriviaalne alamruum, st K 6= {0}, V ), et ∀g ∈ G, ∀x ∈ K
korral ρ(g)x ∈ K, st ρ(g)K ⊂ K.

Rühma G esitus ρ : G→ Gl (V ) tekitab rühma vasaktoimet θ : G×V → V , kus
θ(g, x) = ρ(g)x.

Definitsioon 3.5.17. Olgu θ : G×M →M Lie rühma vasaktoime muutkonnal
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M . Muutkonna M punkti p orbiidiks (orbit) Gp ⊂M nimetatakse hulka

Gp = {q ∈M : q = θ(g, p), g ∈ G}.

Kui Gp = {p} (orbiit koosneb ainult punktist p), siis punkti p nimetatakse
muutkonna püsipunktiks (fixed point) Lie rühma G vasaktoime suhtes. Kui Gp =
M , siis vasaktoimet nimetatakse transitiivseks

Näide 3.5.18. Olgu Lie rühm G = Gl(n,R) ja diferentseeruv muutkond M =
Rn. Lie rühma Gl(n,R) vasaktoimet muutkonnal Rn defineerime valemiga

θ(A, x) = A · x,

kus A on regulaarne maatriks ja x on üheveeruline maatriks, mille elemendid on
punkti x koordinaadid, st

θi(A, x) = Aij x
j .

On ilmne, et antud toime on transitiivne toime alammuutkonnal Rn − {0} ja
efektiivne.

Näide 3.5.19. Olgu Lie rühm G = O(n,R) (ortogonaalmaatriksite rühm) ja
M = Rn. Vasaktoimet määrame, nagu eelmises näides, valemiga

θi(A, x) = Aij x
j , A = (Aij) ∈ O(n,R).

On lihtne näha, et sellise toime orbiidid on ruumi Rn (n−1)-mõõtmelised sfäärid
keskpunktiga alguspunktis, seega, antud toime ei ole transitiivne, kuid ta on
efektiivne.
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Definitsioon 3.5.20. Olgu Lie rühm G toimib vasakult muutkonnal M , st
θ : G ×M → M . Kui p ∈ M on muutkonna punkt, siis rühma G alamrühma
Gp = {g ∈ G : θ(g, p) = p} nimetatakse isotroopiarühmaks (isotropy group or
stability group) punktis p. Kui iga p ∈ M korral isotroopiarühm on triviaalne
Gp = {e}, siis |oeldakse, et G toimib vabalt muutkonnal M (a group acts freely
on a manifold). .

3.6. Riemanni pind

Meenutame, et f(z) on C-diferentseeruv punktis z = x + iy ∈ C parajasti siis,
kui f(z) on R2-diferentseeruv (u(x, y), v(x, y) on määratud punkti (x, y) ∈ R2

ümbruses ja on diferentseeruvad selles punktis, nt funktsioonide osatuletised on
määratud punkti ümbruses ja nad on pidevad funktsioonid selles punktis) ja on
täidetud Cauchy-Riemanni tingimus

∂f

∂z̄
= 0⇔ ∂f

∂z̄
=

1
2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
⇔ ∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Kui funktsioon f(z) on C-diferentseeruv C∗ igas punktis, siis ta on holomoorfne
ehk analüütiline funktsioon.

Olgu S topoloogiline 2-muutkond.

Definitsioon 3.6.1. Topoloogilise 2-muutkonna S atlast {(Uα, φα)}α∈A, kus
φα : Uα → C, nimetatakse konformseks atlaseks, kui üleminekufunktsioonid

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα

⋂
Uβ) ⊂ C→ φβ(Uα

⋂
Uβ) ⊂ C,
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on holomorfsed funktsioonid. Kui muutkonnal S on antud konformne atlas, siis
muutkonda S nimetatakse Riemanni pinnaks (Riemanni surfaces).
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4. Vektorväljad ja diferentsiaalvormid

4.1. Diferentseeruva muutkonna puutujaruum

Olgu M diferentseeruv m-muutkond, U ⊂ M lahtine alamhulk, p ∈ U ja f :
U → R C∞-diferentseeruv funktsioon (vt def. 3.2.1). Olgu

C̃∞(p) = {f ∈ C∞(U) : p ∈ U, U ⊂M, }.

Kui f, g ∈ C̃∞(p) ja f : U → R, g : V → R, siis ütleme f ∼ g, kui leidub
selline W ⊂ U ∩V , et f

∣∣∣
W
≡ g
∣∣∣
W
. Tähistame C∞(p) = C̃∞(p)/∼ ja funktsiooni

f ∈ C̃∞(p) ekvivalentsiklassi tähistame [f ] ∈ C∞(p) ning nimetame funktsiooni
kasvuks punktis p. On v~oimalik näidata, et C∞(p) on algebra üle R järgmiste
tehete suhtes:

λ [f ] := [λ f ], [f ] + [g] := [f + g], [f ] · [g] := [f · g].

Definitsioon 4.1.1. Diferentseeruva muutkonna M puutujavektoriks (tangent
vector) punktis p nimetame lineaarkujutust Xp : C∞(p) → R, kui ta rahuldab
Leibnizi valemit

Xp([f ] · [g]) = Xp([f ]) g(p) + f(p)Xp([g]).

Puutujavektorite punktis p hulk TpM on vektorruum, kui

(Xp + Yp)([f ]) := Xp([f ]) + Yp([f ]), (λXp)([f ]) := λ (Xp([f ])).

Vektorruumi TpM nimetatakse muutkonna M puutujaruumiks punktis p.
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Olgu F : M → N diferentseeruv kujutus, p ∈ M, q = F (p) ∈ N . Kujutust
F ∗ : C∞(q)→ C∞(p) defineerime valemiga F ∗([f ]) = [f ◦ F ], kus [f ] ∈ C∞(q).

Lause 4.1.2. Kujutus F ∗ : C∞(q)→ C∞(p) on algebrate homomorfism.

Definitsioon 4.1.3. Lineaarkujutust F∗ : TpM → TqN , kus

F∗(Xp)([f ]) := Xp(F ∗([f ])), Xp ∈ TpM, [f ] ∈ C∞(q),

nimetatakse kujutuse F diferentsiaaliks.

Lause 4.1.4. Olgu L,M,N diferentseeruvad muutkonnad ja

F : U ⊂ L→M, G : V ⊂M → N, F (U) ⊂ V

diferentseeruvad kujutused.

a) Suvalises punktis p ∈ U kehtib

(G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗ : TpL→ TqN, q = G ◦ F (p). (4.1.1)

b) Kui F : U ⊂ L → F (U) ⊂ M on difeomorfism, siis iga p ∈ U korral
F∗ : TpL→ TF (p)M on isomorfism.

c) Kui U ⊂M ja F = id
∣∣
U

: U → U on samasusteisendus, siis suvalise p ∈ U
korral F∗ on puutujaruumi TpM samasusteisendus, st F∗ = id

∣∣
TpM

.

Tõestus.
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a) Kui Xp ∈ TpL, [f ] ∈ C∞(q), siis kehtib

(G ◦ F )∗(Xp)([f ]) = Xp([f ◦ (G ◦ F )]),
G∗ ◦ F∗(Xp)([f ]) = G∗(F∗(Xp))([f ]) = F∗(Xp([f ◦G]))

= Xp([(f ◦G) ◦ F ]).

Kujutuste korrutamise assotsiatiivsusest järeldub, et suvaliste Xp ∈ TpL,
[f ] ∈ C∞(q) korral kehtib (G ◦ F )∗(Xp)([f ]) = G∗ ◦ F∗(Xp)([f ]). Seega
(G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗.

b) Olgu q = F (p) ∈M . Näitame, et kui F∗(Xp) = 0q, kus 0q on vektorruumi
Tq nullvektor, siis Xp = 0p, kus 0p ∈ TpL on nullvektor. Piisab, kui meie
näitame, et suvalise [g] ∈ C∞(p) kehtib Xp([g]) = 0. On ilmne, et [g ◦
F−1] ∈ C∞(q). Kehtib

0 = 0q([g ◦ F−1]) = F∗(Xp)([g ◦ F−1]) = Xp([(g ◦ F−1) ◦ F ]) = Xp([g].)

Järelikult, F∗ on injektiivne. Näitame, et F∗ on peale kujutus. Olgu Yq ∈
TqM . Kui [f ] ∈ C∞(p), siis määrame puutujavektorit Xp ∈ TpL valemiga
Xp([f ]) = Yq([f ◦ F−1]). Kehtib

F∗(Xp)([g]) = Xp([g ◦ F ]) = Yq([g ◦ (F ◦ F−1)] = Yq([g])⇒ F∗(Xp) = Yq.

c) Iseseisvalt.

Muutkonna M puutujaruumi ja diferentseeruva kujutuse F : M → N kirjel-
damiseks lokaalsetes koordinaatides fikseerime: Olgu p ∈ U ⊂ M ja (U, φ)
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muutkonna M lokaalne kaart koordinaatidega (xi) = (x1, x2, . . . , xm), q =
F (p) ∈ V ⊂ N ning (V, ψ) muutkonna N lokaalne kaart koordinaatidega (yα) =
(y1, y2, . . . , yn) ning ψ ◦ F ◦ φ−1 : yα = fα(x1, x2, . . . , xm). Lokaalne kirjeldus
on järgmine:

• Kujutus φ : U → Rm on difeomorfism, seega kujutuse φ diferentsiaal φ∗ :
TpM → Tφ(p)Rm on vektorruumide isomorfism (vt Lause 4.1.4). Järelikult,
dimTpM = m.

• Puutujaruumi Tφ(p)Rm baas on { ∂
∂xi

∣∣∣
φ(p)
}. Seega,

Ep = {Ei,p} = {φ−1
∗ (

∂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

)}

on puutujaruumi TpM baas lokaalsetes koordinaatides x1, x2, . . . , xm.

• Ei,p(f) = ∂(f◦φ−1)
∂xi

∣∣∣
φ(p)

, kus f on punkti p ümbruses määratud sile funkt-

sioon,

• Xp =
∑m

i=1(Xp x
i)Ei,p, kus xi on koordinaatkaardi (U, φ) i-s koordinaat-

funktsioon,

• F∗(Ep) = DF (p) · E′q ⇔ F∗(Ei,p) = ∂fα

∂xi

∣∣∣
φ(p)

E′α,q, kus E′q = {E′α,q} on

puutujaruumi TqN baas.
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• kui (U, φ), (U ′, φ′) on muutkonna lokaalsed kaardid koordinaatidega vas-
tavalt x1, x2, . . . , xm ja x′1, x′2, . . . , x′m, p ∈ U ∩ U ′ ning üleminekufunkt-
sioonid on

φ′ ◦ φ−1 : x′i = x′i(x1, x2, . . . , xm),

φ ◦ φ′−1 : xi = xi(x′1, x′2, . . . , x′m).

Puutujaruumis TpM on kaks baasi Ep = {Ei,p}, E′p = {E′i,p}. Kehtib

Ei,p =
∂x′j

∂xi

∣∣∣
φ(p)

E′j,p, E′i,p =
∂xj

∂x′i

∣∣∣
φ′(p)

Ej,p.

Kui Xp = aiEi,p, Xp = a′j E′j,p, siis

a′i =
∂x′i

∂xj

∣∣∣
φ(p)

aj , ai =
∂xi

∂x′j

∣∣∣
φ′(p)

a′j .

On ilmne, et maatriks (∂x
′j

∂xi

∣∣∣
φ(p)

) on maatriksi ( ∂x
j

∂x′i

∣∣∣
φ′(p)

) pöördmaatriks.

st
∂x′j

∂xi

∣∣∣
φ(p)

∂xi

∂x′k

∣∣∣
φ′(p)

= δjk.

4.2. Vektorväljad muutkonnal

Olgu M diferentseeruv m-muutkond ja TM =
⋃
p∈M TpM ühisosata hulkade

{TpM} ühend. Defineerime projektsiooni π : TM → M valemiga π(Xp) = p,
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kus Xp ∈ TpM . On võimalik teha TM diferentseeruvaks 2m-muutkonnaks, kus-
juures projektsioon π on diferentseeruv kujutus muutkondade M ja TM di-
ferentseeruvate struktuuride suhtes. Muutkonda TM nimetatakse muutkonna
M puutujavektorkonnaks (tangent vector bundle of a manifold M). Mainime,
et puutujavektorkond on vektorkonna (vector bundle) erijuht ja vektorkonda-
de teooria on tähtis nii kaasaegses diferentsiaalgeomeetrias, kui ka teoreetilises
füüsikas ja mehaanikas.

Definitsioon 4.2.1. Kujutust X : M → TM nimetame siledaks vektorväljaks
muutkonnal (smooth vector field on a manifold) M , kui

• π ◦X = id
∣∣∣
M
, st X(p) = Xp ∈ TpM ,

• suvalise koordinaatkaardi (U, φ) korral X
∣∣∣
U

sõltub siledalt lokaalsetest

koordinaatidest x = (x1, x2, . . . , xm), st X
∣∣∣
U

= f i(x)Ei, kus f i : U → R
on lõpmata diferentseeruvad funktsioonid, st f i ∈ C∞(U) ja Ei : U →
π−1(U) ⊂ TM on määratud valemiga Ei(p) = Ei,p. EU = {Ei} nime-
tatakse puutujavektorkonna TM lokaalseks reeperiväljaks (local field of
frames) kaardi (U, φ) koordinaatides ja funktsioone f i nimetatakse vektor-
välja X komponentideks lokaalse reeperivälja EU suhtes.

Märkus 4.2.2. Kuna antud aine raames vaatleme ainult siledaid vektorvälju,
järgnevas kasutame terminit vektorväli pidades silmas sildat vektorvälja. Vek-
torväljade vektorruumi tähistame DM .
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Märkus 4.2.3. Kui puutujavektorkonnal TM on konstrueeritud diferentseeru-
va muutkonna struktuur, siis ülalpool antud definitsioonis võime teise punkti
asendada sõnadega X : M → TM on diferentseeruv kujutus.

Märkus 4.2.4. Kujutust X : M → TM , mis rahuldab π ◦X = id vektorkondade
teoorias nimetatakse l~oikeks. Seega, vektorkondade terminoloogias sile vektorväli
on puutujavektorkonna diferentseeruv lõige.

Märkus 4.2.5. Vektorväljade süsteemi {X1, X2, . . . , Xk}, Xi ∈ DM nimetatak-
se k-reeperiväljaks muutkonnal M (k = m juhul lihtsalt reepeeriväljaks), kui
muutkonna igas punktis p puutujavektorid X1(p), X2(p), . . . , Xk(p) on lineaar-
selt sõltumatud. Kui muutkonnal M eksisteeriks reeperiväli, siis iga vektorväl-
ja komponendid oleksid määratud globaalselt ja oleks võimalik vektorvälja X
samastada kujutusega X : M → Rm. Kui globaalne reeperiväli muutkonnal
M eksisteerib, siis öeldakse, et puutujavektorkond TM on triviaalne (sel juhul
TM = M × Rm). Üldiselt globaalne reepeeriväli ei eksisteeri, st puutujavek-
torkond ei ole triviaalne, ja takistuseks on muutkonna topoloogia (algebralise
topoloogia mõttes). Nt sfääril S2 ei eksisteeri lineaarselt sõltumatut vektorvälja
(isegi pidevat), st igas punktis vektorvälja väärtus on nullvektorist erinev sfääri
puutujavektor. See on algebralise topoloogia tuntud teoreem (Brouweri teoreem
või žargoonis teda nimetatakse teoreemiks pealaest) ja meie ta tõestame selle
peatüki lõpuosas kasutades vektorvälja singulaarse punkti, indeksi ja Euleri ka-
rakteristiku mõisteid.

Lause 4.2.6. Kui F : M → N on muutkondade difeomorfism ja X on vek-
torväli muutkonnal X, st X ∈ DM , siis kujutus q ∈ N → Yq ∈ TqN , kus
Yq = F∗(XF−1(q)), määrab vektorvälja muutkonnal N .
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Lausest järeldub, et definitsiooni 4.2.1 teise punkti lokaalne reeperiväli EU koos-
neb vektorväljadest Ei = φ−1

∗ ( ∂
∂xi

) ja vektorväli Ei on määratud lahtisel hulgal
U ⊂M .

Olgu 1 ≥ m < n täisarv ja oletame, et M on ruumi Rn regulaarne m-muutkond
(mainime, et M võib olla alammuutkond või sisestatud alammuutkond). Muut-
konda M hakkame nimetama ruumi Rn m-pinnaks. Juhul, kui m = n − 1
muutkonda M nimetame ruumi Rn hüperpinnaks. Olgu x1, x2, . . . , xn ruumi Rn

koordinaadid ja u1, u2, . . . , um ruumi Rm koordinaadid. Olgu (U, φ) m-pinna
M lokaalne kaart, st φ : U → V = φ(U) ⊂ Rm. Kujutuse φ pöördkujutust
tähistame ψ, st ψ : V → U ⊂ M . On ilmne, et ψ on difeomorfism. Maini-
me, et pindade teoorias (m = 2, n = 3) kujutust ψ : V → Rn nimetatakse
parameetriliseks pinnaks, kusjuures sel juhul tavaliselt nõutakse, et ψ oleks dife-
rentseeruv kujutus ja immersioon (pinna teoorias öeldakse regulaarne pind, mis
tähendab, et kujutuse ψ Jacobi maatriksi astak hulga V igas punktis on m).
Kuna ψ : V ⊂ Rm → U ⊂M ⊂ Rn on kujutus ruumist Rm ruumi Rn, siis võime
kirjutada

ψ : xi = ψi(u1, u2, . . . , um),

kus ψi : V → R on lõpmata diferentseeruvad funktsioonid. Meenutame, et
∂
∂uα , α = 1, 2, . . . ,m on sile vektorväli hulgal V ja vektorväljade süsteem { ∂

∂uα }
m
α=1

on reeperiväli hulgal V . Lokaalne reeperiväli muutkonnal M tekib järgmiselt:

EU = {Eα}, Eα = ψ∗(
∂

∂uα
).
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Kasutades valemit (vt puutujaruumi lokaalne kirjeldus)

F∗(Ei,p) =
∂fα

∂xi

∣∣∣
φ(p)

E′α,q,

leiame

Eα =
∂ψi

∂uα
∂

∂xi
. (4.2.1)

Kuna m-pind asub ruumis Rn, selle pinna igas punktis p ∈ U ⊂M on kaks baasi
{Eα,p}, {Ei,p}, kus esimene on m-pinna puutujaruumi baas ja teine on ruumi
Rn puutujaruumi baas ja valem 4.2.1 näitab, millised on m-pinna puutujaruumi
baasivektorite Eα,p koordinaadid puutujaruumi TpRn baasil Ei,p = ∂

∂xi

∣∣
p
. On

ilmne, et m-pinna puutujavektorite Eα,p lineaarkate on TpM ja valemist 4.2.1
järeldub, et TpM ⊂ TpRn on vektorruumi TpRn alamruum.

Olgu φ(p) = q ∈ V ja γα : Iδ → V parameetriline joon, kus

γα(t) = (q1, q2, . . . , qi−1, qα + t, qi+1, . . . , qm), −δ < t < δ.

On ilmne, et γα on ruumi Rm α-s koordinaatjoon, mis läbib punkti q. Selle joone
kiirusvektor on baasivektor Eα,p. Joon γα indutseerib pasrameetrilise joone γ̃α =
ψ ◦ γ : Iδ → U m-pinnal M . Kehtib γ̃(0) = p. Parameetriliste joonte süsteemi
{γ̃α}mα=1 nimetatakse m-pinna M kõverjoonelisteks koordinaatideks punkti p
ümbruses. Kehtib

dγ̃α
dt

∣∣∣
t=0

= (p;
∂ψ1

∂uα
∣∣
q
, . . . ,

∂ψn

∂uα
∣∣
q
) =

∑
i

∂ψi

∂uα
∣∣
q

∂

∂xi
∣∣
p

= Eα,p.
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Meenutame, et iga TpRn on eukleidiline ruum skalaarkorrutamisega < , >p (vt
2.3.2). Kuna iga p ∈M korral TpM on vektorruumi TpRn alamruum, siis skalaar-
korrutamine < , >p indutseerib skalaarkorrutamise m-pinna M puutujaruumil
TpM . Tähistame g =< , >p

∣∣
TpM

. On ilmne, et g : TpM×TpM → R on positiiv-
selt määratud sümmeetriline bilineaarvorm, mis on määratud m-pinna M igas
punktis. Kui X,Y on vektorväljad m-pinnal M , siis on määratud funktsioon
g(X,Y )(p) = g(Xp, Yp). Kujutuse ψ lokaalsetes koordinaatides u1, u2, . . . , um

kehtib
g(X,Y ) = g(fαEα, hβEβ) = fα hβ g(Eα, Eβ).

Tähistame gαβ = g(Eα, Eβ) ja arvutame

gαβ = g(Eα, Eβ) =<
∂ψi

∂uα
∂

∂xi
,
∂ψj

∂uα
∂

∂xj
>

=
∂ψi

∂uα
∂ψj

∂uβ
<

∂

∂xi
,
∂

∂xj
>=

∂ψi

∂uα
∂ψj

∂uβ
δij

=
∂ψi

∂uα
∂ψi

∂uβ
.

Järelikult, lokaalselt

g(X,Y ) = fα hβ
∂ψi

∂uα
∂ψi

∂uβ
,

ja tuletatud valem näitab, et suvaliste vektorväljade X,Y korral ja suvalise lo-
kaalse kaardi (U, φ) korral funktsioon g(X,Y )

∣∣
U
on lõpmata diferentseeruv.
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Definitsioon 4.2.7. Olgu M diferentseeruv m-muutkond. Kui muutkonna M
igas punktis on määratud selline positiivselt määratud sümmeetriline bilineaar-
vorm g : TpM × TpM → R, et suvaliste vektorväljade X,Y ∈ DM ja suva-
lise koordinaatkaardi (U, φ) korral funktsioon g(X,Y )

∣∣
U

on lõpmata diferent-
seeruv, siis (M, g) nimetatakse Riemanni muutkonnaks (Riemannian manifold)
ja g nimetatakse muutkonna M Riemanni meetrikaks. Kui (U, φ) on muut-
konna M lokaalne kaart lokaalse reeperiväljaga EU = {Eα}, siis funktsioone
gαβ = g(Eα, Eβ) nimetatakse muutkonna M meetrilisteks kordajateks kaardi
(U, φ) koordinaatides.

Lause 4.2.8. KuiM on ruumi Rn regulaarne m-muutkond (m-pind), siis (M, g)
on Riemanni muutkond, kus Riemanni meetrika g on indutseeritud ruumi Rn

eukleidilise struktuuriga.

Näide 4.2.9. Olgu S2 ⊂ R3 kahedimensonaalne ühiksfäär. Teame, et S2 on
ruumi R3 regulaarne 2-muutkond, seega Riemanni muutkond. Olgu ψ : V → S2

sfääri lokaalne parametriseerimine, kus

V = {(ϕ, θ) ∈ R2 : 0 < ϕ < 2π, 0 < θ < π},

ja
ψ(ϕ, θ) = (cos ϕ sin θ, sin ϕ sin θ, cos θ).

Leiame sfääri meetrilised kordajad lokaalsetes koordinaatides u, v. Kehtib

Eϕ = ψ∗(
∂

∂ϕ
) = − sinϕ sin θ

∂

∂x
+ cosϕ sin θ

∂

∂y
,

http://sites.google.com/site/globalanalysisut/


Home Page

JJ II

J I

Page 148 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit

Eθ = ψ∗(
∂

∂θ
) = cosϕ cos θ

∂

∂x
+ sinϕ cos θ

∂

∂y
− sin θ

∂

∂z
.

Seega
gϕϕ = sin2 θ, gϕθ = 0, gθθ = 1.

Olgu α : I → M, I = (a, b) ⊂ R parameetriline joon muutkonnal M , st α
on diferentseeruv kujutus. Parameetrilise joone kiirusvektoriks (velocity vector)
α̇(t0) punktis t0 ∈ I nimetame muutkonnaM puutujavektorit punktis p = α(t0)

α̇(t0) = α∗(
d

dt

∣∣∣
t=t0

).

Olgu (U, φ) punkti p koordinaatümbrus φ(p) = (x1(p), x2(p), . . . , xm(p)). Kehtib

α̇(t0)([f ]) = α∗(
d

dt

∣∣∣
t=t0

)([f ]) =
d

dt

∣∣∣
t=t0

([f ◦ α])

=
d

dt

∣∣∣
t=t0

([(f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ α]) =
d

dt

∣∣∣
t=t0

(f̂(x1(t), x2(t), . . . , xm(t))

=
dxi

dt

∣∣∣
t=t0

∂f̂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

=
dxi

dt

∣∣∣
t=t0

Ei,p([f ]) = ẋi(t0)Ei,p([f ]).

Järelikult
α̇(t0) = ẋi(t0)Ei,p,

kus φ ◦ α(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xm(t)). Seega, kui α : I →M on parameetriline
joon muutkonnal M, siis α̇ on vektorväli piki joont α, st iga t ∈ I korral α̇(t) ∈
Tα(t)M ja lokaalsetes koordinaatides

φ ◦ α(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xm(t)) ⇒ α̇(t) = ẋi(t)Ei(α(t)).
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Definitsioon 4.2.10. Olgu X vektorväli muutkonnal M . Parameetrilist joont
α : I →M , kus I = (a, b), 0 ∈ I, nimetame vektorvälja X integraaljooneks, kui

α̇(t) = X(α(t)).

Olgu W ⊂ R×M selline muutkonna R×M lahtine alamhulk, et ∀p ∈M korral
leiduvad reaalarvud a(p) < 0 < b(p) nii, et

W
⋂

(R× {p}) = {(t, p) : a(p) < t < b(p)}.

Tähistame I(p) = (a(p), b(p)) ja Iδ = {t ∈ R : −δ < t < δ}. On ilmne, et
W = ∪p∈MI(p)× {p}.

Definitsioon 4.2.11. Üheparameetrilise rühma lokaalseks toimeks muutkonnal
(a local action of one-parameter group on a manifold) M nimetatakse kujutust
θ : W →M , kui ta rahuldab tingimusi:

a) suvalise p ∈M korral θ(0, p) = p,

b) kui (s, p) ∈ W , siis a(θ(s, p)) = a(p) − s, b(θ(s, p)) = b(p) − s. Järelikult,
kui a(θ(s, p)) < t < b(θ(s, p)), siis θ(s+ t, p) ∈ W ja peab olema täidetud
θ(t+ s, p) = θ(t, θ(s, p)).

Üheparameetrilise rühma lokaalset toimet muutkonnal M ka nimetatakse vooks
(flow).
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Kui θ : W = R×M →M , siis öeldakse, et on määratud üheparameetrilise rühma
R globaalne toime muutkonnalM . Kui kujutuses θ(t, p) punkt p on fikseeritud ja
t muutub vahemikus a(p) < t < (

¯
p), siis muutkonnalM tekib üheparameetriline

joon αp : I(p) → M, αp(t) = θ(t, p), mis läbib punkti p, st αp(0) = p. On
ilmne, et Imαp = {αp(t) ∈ M : t ∈ I(p)} ⊂ M on lokaalse toime orbiit. Kui
kujutuses θ(t, p) parameetri t väärtus on fikseeritud, siis tekib kujutus, mida
tähistame θt. Globaalse toime korral θt : M →M iga t ∈ R jaoks, kuid lokaalse
toime korral kujutus θt on määratud muutkonna M lahtisel alamhulgal, mitte
kogu muutkonnal M . Olgu Vt kujutuse θt määramispiirkond, st Vt = {p ∈ M :
(t, p) ∈W}. Kui s on selline arv, et θ(s, p) ∈ Vt, siis kehtib θt ◦ θs(p) = θt+s(p).

Lause 4.2.12. Kujutus θt : Vt → V−t on difeomorfism.

Tõestus. Oletame, et p ∈ Vt, st (t, p) ∈ W ⇔ a(p) < t < b(p). Näitame, et
θt(p) ∈ V−t. Tõepoolest, kehtib

a(p) < 0 < b(p) ⇒ a(p)− t < −t < b(p)− t ⇒
⇒ a(θt(p)) < −t < b(θp(t)) ⇒ θt(p) ∈ V−t.

Seega, θt : Vt → V−t. Analoogiliselt näitame, et θ−t : V−t → Vt. Definitsiooni
4.2.11 kohaselt θ(−t, θ(t, p)) = θ(0, p) = p, seega θ−t ◦ θt = idVt . Analoogiliselt
näitame, et θt ◦ θ−t = idV−t . Järelikult θ

−1
t = θ−t. Arvestades, et θ diferent-

seeruvuse tõttu kujutused θt ja θ−t on diferentseeruvad, jõuame järelduseni, et
θt : Vt → V−t on difeomorfism.

Definitsioon 4.2.13. Kui θ : W → M on üheparameetrilise rühma lokaalne
toime muutkonnalM , siis selle toime infinitesimaalseks generaatoriks (infinitesi-
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mal generator) nimetatakse vektorvälja X, mis on punktis p määratud valemiga

Xp([f ]) = lim
t→0

f(θt(p))− f(p)
t

= α̇p(0)([f ]),

kus [f ] ∈ C∞(p), t ∈ Iδ ⊂ I(p).

Teoreem 4.2.14. Olgu θ : W → M üheparameetrilise rühma lokaalne toime
muutkonnal M ja vektorväli X lokaalse toime θ infinitesimaalne generaator.

a) Kui p ∈ Vt, siis θt∗(Xp) = Xθt(p).

b) Suvalise punkti p ∈ M korral lokaalse toime orbiit αp : I(p) → M on
vektorvälja X integraaljoon, st α̇p(t) = X(αp(t)).

c) Kui Xp 6= 0p, siis αp : I(p)→M on immersioon. Kui Xp = 0p, siis orbiit
koosneb ühest punktist, st iga t ∈ I(p) korral αp(t) = p.

Kasutades teoreemi 2.4.10 on võimalik näidata, et kehtib pöördteoreem

Teoreem 4.2.15. Olgu X vektorväli muutkonnal M ja p ∈M .

a) Leidub vahemik I(p) = (a(p), b(p)) ⊂ R, mis sisaldab 0, ja vektorvälja
X ainus intergaaljoon αp : I(p) → M , mis läbib punkti p, st α(0) = p.
(Integraaljoone ainsus tähendab, et kui βp : I ′(p) → M on vektorv"lja X
mingi teine integraaljoon, mis läbib punkti p, siis I ′(p) ⊂ I(p) ja αp

∣∣∣
I′(p)
≡

βp.
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b) Kui W = {(t, p) ∈ R ×M : t ∈ I(p)} ja θ(t, p) = αp(t), siis θ : W → M
on üheparameetrilise rühma lokaalne toime muutkonnal M , st θ(0, p) = p,
a(θ(s, p)) = a(p)−s, b(θ(s, p)) = b(p)−s ning suvalise t ∈ I(θ(s, p)) korral
θt ◦ θs(p) = θt+s(p).

c) Üheparameetrilise rühma lokaalse toime infinitesimaalne generaator on
vektorväli X.

Üheparameetrilise rühma lokaalne toime muutkionnal M
m

Vektorväli muutkonnal M. Integraaljooned on toime orbiidid.

Kui X on vektorväli muutkonnal M , siis punkti p ∈ M nimetatakse vektorväl-
ja singulaarseks punktiks (singular point of a vector field) if X(p) = Xp = 0p,
ja regulaarseks punktiks, kui X(p) 6= 0p. Integraaljoonte geomeetrilised kujud
vektorvälja isoleeritud singulaarse punkti ümbruses on mitmesugused isegi di-
mensioonis kaks (tasandil). Joonistel 23, 24 on näidatud gradientvektorväljad
tasandil singulaarsete punktide ümbruses. Vapustav seos pinna topoloogia ja
pinnal määratud vektorvälja singulaarsete punktide liikide vahel oli avastatud
ja kirjeldatud H. Poincaré ja Hopf’i töödes. Selle seose kirjeldamiseks kasutame
vektorvälja indeksi mõistet. Antud konspektis meie ei anna indeksi üldist de-
finitsiooni (selleks meil puudub tarvilik formalism, kuid huvitatud lugeja võib
leida vastava materjali raamatus [3]).
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Joonis 23: Vektorvälja indeks on ip = 1
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Joonis 24: Sadulpunkt (saddle point). Indeks on ip = −1

http://sites.google.com/site/globalanalysisut/


Home Page

JJ II

J I

Page 155 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit

4.3. Vektorväljade Lie algebra ja Lie tutelis

Olgu p ∈ M , X vektorväli muutkonnal M ja θ : W → M vektorvälja X poolt
tekitatud üheparameetrilise rühma lokaaltoime.

Definitsioon 4.3.1. Olgu X,Y ∈ D(M). Vektorvälja Y Lie tuletiseks punktis
p ∈M vektorvälja X suhtes (Lie derivative) nimetatakse vektorvälja LXY , mida
määratakse valemiga

(LXY )p = lim
t→0

1
t
(Yp − θt∗Yθ(−t,p))

Olgu (φ,U) muutkonna M lokaalne kaart koordinaatidega x1, x2, . . . , xm. Olgu

X
∣∣∣
U

= Xi ∂

∂xi
, Y

∣∣∣
U

= Y i ∂

∂xi
,

vektorväljade kuju koordinaatkaardi (φ,U) lokaalsetes koordinaatides. Olgu θ =
{θi(t, x1, x2, . . . , xm)} üheparameetrilise rühma lokaalne toime lokaalsetes koor-
dinaatides, st

θt : x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ U → (θ1(t, x1, x2, . . . , xm), . . . , θm(t, x1, x2, . . . , xm)).

Kui x → θt(x), siis selle kujutuse diferentsiaal θt∗ : TxM → Tθt(x)M avaldub
järmiselt:

Zθt(x) = θt∗(Zx), Ziθt(x) =
∂θi(t, x)
∂xj

Zjx,

kus Zx ∈ TxM,Zθtx ∈ Tθt(x)M . Seega

θt∗Yθ(−t,p) =
∂θi(t, x)
∂xj

∣∣∣
φ(p)

Y j(θ(−t, p)).
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Arendame funktsiooni θi(t, x) ritta t järgi punktis t = 0. Kehtib

θi(t, x) = xi +
dθi(t, x)
dt

∣∣∣
t=0

t+
1
2!
d2θi(t, x)
dt2

∣∣∣
t=0

t2 + . . . .

Seega

θt∗Yθ(−t,p) = Y i(θ(−t, p)) +
∂

∂xj

(dθi(t, x)
dt

∣∣∣
t=0

)
t Y j(θ(−t, p))

+
∂

∂xj

(d2θi(t, x)
dt2

∣∣∣
t=0

)
t2 Y j(θ(−t, p)) + . . .

Arvestame, et θ(t, x) on vektorvälja X integraaljoon, mis läbib punkti x, seega

dθi(t, x)
dt

∣∣∣
t=0

= Xi(x).

Järelikult

(LXY )p = lim
t→0

1
t
(Yp − θt∗Yθ(−t,p)) = lim

t→0

Yp − Y i(θ(−t, p))
t

− ∂Xi(x)
∂xj

∣∣∣
φ(p)

Y j(p).

Kuid

lim
t→0

Yp − Y i(θ(−t, p))
t

= − lim
t→0

Y i(θ(−t, p))− Yp
t

= − d

dt

(
Y i(θ(−t, p))

)∣∣∣
t=0

.

Kasutades liitfunktsiooni diferentseerimist saame

lim
t→0

Yp − Y i(θ(−t, p))
t

= −∂Y
i(x)
∂xj

∣∣∣
φ(p)

dθj(−t, p)
dt

∣∣∣
t=0

=
∂Y i(x)
∂xj

∣∣∣
φ(p)

Xj(p).
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Seega

(LXY )p = Xj(p)
∂Y i(x)
∂xj

∣∣∣
φ(p)
− Y j(p)

∂Xi(x)
∂xj

∣∣∣
φ(p)

= [X,Y ]i(p).

Teoreem 4.3.2. Kui X,Y on vektorväljad muutkonnal M , siis vektorvälja Y
Lie tuletis vektorvälja X suhtes on vektorväli LXY , mis avaldub vektorväljade
X,Y kaudu Lie kommutatoori abil, st

LXY = [X,Y ].

4.4. Diferentsiaalvormid ja välisdiferentseerimine

Olgu V m-mõõtmeline vektorruum üle R.

Definitsioon 4.4.1. Kovektoriks (covector) või 1-järku välisvormiks nimeta-
takse lineaarkujutust ω : V → R, st 1-järku välisvorm ω rahuldab lineaarsuse
tingimust

ω(a v1 + b v2) = aω(v1) + b ω(v2), a, b ∈ R, v1, v2 ∈ V.

1-järku välisvormid moodustavad m-mõõtmelise vektorruumi, kui 1-järku välis-
vormide liitmist ja korrutamist reaalarvudega defineerida valemitega

(ω + θ)(v) = ω(v) + θ(v), (aω)(v) = aω(v).

1-järku välisvormide vektorruumi nimetatakse vektorruumi V kaasruumiks (dual
space) ja tähistatakse V ∗.
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Näide 4.4.2. Olgu V m-mõõtmeline eukleidiline vektorruum skalaarkorrutami-
sega (v, w) ∈ V × V →< v,w >∈ R. Fikseerime vektorruumi V ühe vektori
v ∈ V ja defineerime kujutust ω : V → R valemiga ωv(w) =< v,w >, kus w on
vektorruumi V suvaline vektor. Kuna skalaarkorrutis < v,w > on lineaarfunkt-
sioon nii vektori v, kui ka vektori w suhtes, kujutus ωv on 1-järku välisvorm.
Seega ωv ∈ V ∗.

Olgu {e1, e2, . . . , em} vektorruumi V baas, st suvalise vektori v ∈ V korral keh-
tib v = vi ei. Kui ω on 1-järku välisvorm, siis ta on täielikult määratud, kui
meie teame, millised on tema väärtused baasivektoritel. Tõepoolest olgu antud
ω(ei) = ωi. Nüüd suvalise vektorruumi V vektori v korral arvutame 1-järku
välisvormi ω väärtuse järgmise valemi järgi

ω(v) = ω(
m∑
i=1

viei) =
m∑
i=1

viw(ei) =
m∑
i=1

viwi. (4.4.1)

Vektorruumi V baas {ei} indutseerib kaasruumi V ∗ baasi {σj}, kus iga σj on
1-järku välisvorm, järgmiselt

σi(ej) = δij . (4.4.2)

Baasi {σj} nimetatakse baasi {ei} duaalseks baasiks (dual basis). Seega, kui
ω ∈ V ∗ on suvaline 1-järku välisvorm, siis ta on esitatav baasivormide lineaar-
kombinatsiooni kujul ω = ωiσ

i, kus ωi = ω(ei) on reaalarvud. Kui vektorruumis
V toimub üleminek ühelt baasilt {e1, e2, . . . , em} teisele {e′1, e′2, . . . , e′m}, kus
baasiteisenduse maatriks on A = (aji ), st e

′
i = ajiej , siis kaasruumis toimub üle-

minek baasilt σ1, σ2, . . . , σm baasile σ′1, σ′2, . . . , σ′m järgmiselt σ′i = bijσ
j , kus

B = (bij) on maatriksi A pöördmaatriks, st aji b
i
k = δjk.
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Näide 4.4.3. Olgu V m-mõõtmeline eukleidiline vektorruum skalaarkorrutami-
sega (v, w) ∈ V ×V →< v,w >∈ R. Iga vektor v ∈ V tekitab 1-järku välisvormi
ωv (vt näide 4.4.2). Olgu {e1, e2, . . . , em} vektorruumi V baas, gij =< ei, ej >
ja {σ1, σ2, . . . , σm} duaalne

Olgu V,W vektorruumid üle R, V ×W = {(v, w) : v ∈ V,w ∈W} ja L(V ×W )
vektorruumide V,W otsekorrutise lineaarkate, st

L(V ×W ) = {a1(v1, w1) + a2(v2, w2) + . . .+ aN (vN , lwN ) :
a1, a2, . . . , aN ∈ R, v1, v2, . . . , vN ∈ V,w1, w2, . . . , wN ∈W},

ehk L(V ×W ) on paaride (v, w) ∈ V ×W kõikvõimalikud lõplikud lineaarkom-
binatsioonid reaalkordajatega. On ilmne, et L(V ×W ) on vektorruum. Konst-
rueerime vektorruumi L(V ×W ) alamruumi T järgmiselt: alamruum T koosneb
vektorruumi L(V ×W ) vektorite

(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w),

(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2),

a (v, w)− (a v,w), a (v, w)− (v, aw),

kus v1, v2 ∈ V,w1, w2 ∈W,a ∈ R on suvalised vektorid ja arvud, kõikvõimaliku-
test lõplikutest lineaarkombinatsioonidest. Vektorruumi L(V ×W )/T (vektorru-
mi faktorruum alamruumi järgi) nimetatakse vektorruumide V,W tensorkorruti-
seks (tensor product of vector spaces) ja tähistatakse V ⊗W . Kui v ∈ V,w ∈W ,
siis paari (v, w) ∈ L(V ×W ) ekvivalentsiklassi tähistatakse v⊗w ja nimetatakse

http://sites.google.com/site/globalanalysisut/


Home Page

JJ II

J I

Page 160 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit

vektorite tensorkorrutiseks. Kui V,W on lõplikumõõtmelised vektorruumid, nt
dimV = m, dimW = n ja {e1, e2, . . . , em}, {f1, f2, . . . , fn} on vastavate vektor-
rumide baasid, siis dimV ⊗W = mn ja {ei⊗fα}, i = 1, 2, . . . ,m, α = 1, 2, . . . , n
on tensorkorrutise V ⊗W baas.

Olgu V lõplikumõõtmeline vektorruum ja V ∗ selle kaasruum. Moodustame ten-
sorkorrutise

V r,s = V ⊗ V ⊗ . . .⊗ V ⊗ V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗

(r korda V ja s korda V ∗). Selle tensorkorrutise elemente nimetatakse (r, s)-
tensoriteks ehk r-kontravariantseks ja s-kovariantseks tensoriks. Olgu T ∈ V r,s

ja {ei}.{σj} vektorruumide V, V ∗ baasid (teineteise duaalsed baasid). Siis {ei1⊗
. . .⊗ eir ⊗ σj1 ⊗ . . .⊗ σjs} on vektorruumi V r,s baas ja

T = T i1i2...irj1j2...js
ei1 ⊗ . . .⊗ eir ⊗ σj1 ⊗ . . .⊗ σjs ,

kus kordajaid T i1i2...irj1j2...js
nimetatakse tensori T komponentideks. Kui e′i = ajiej , σ

′i =
bijσ

j , siis
T i1i2...irj1j2...js

= T̃ k1k2...krl1l2...ls
ai1k1a

i2
k2
. . . airkrb

l1
j1
bl2j2 . . . b

ls
js
. (4.4.3)

Sageli (eriti diferentsiaalgeomeetrias, füüsikas ja mehaanikas) tensoriks nime-
tatakse kogumit {T i1i2...irj1j2...js

}, mis on määratud igal baasil, ja üleminekul ühelt
baasilt teisele teiseneb valemi (4.4.3) järgi.

Olgu M diferentseeruv m-muutkond, U ⊂ M muutkonna M lahtine alamhulk,
TpM muutkonna M puutujaruum punktis p ∈ U ja T ∗pM puutujaruumi kaas-
ruum.
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Definitsioon 4.4.4. Kujutust ω : p ∈ U → ωp ∈ T ∗pM , mis seab hulga U
igale punktile p vastavusse üheselt määratud kovektori ωp, nimetatakse esimest
järku diferentsiaalvormiks või 1-diferentsiaalvormiks (differential 1-form) hulgal
U ⊂M .

Olgu V ⊂ U lahtine alamhulk, X ∈ D(V ) sile vektorväli hulgal V ja ω 1-
diferentsiaalvorm hulgal U . Funktsiooni ω(X) : V → R hulgal V määrame
valemiga

ω(X)(p) = ωp(Xp), p ∈M.

Definitsioon 4.4.5. Esimest järku diferentsiaalvormi ω hulgal U nimetatakse
siledaks esimest järku diferentsiaalvormiks, kui suvalise lahtise alamhulga V ⊂ U
ja suvalise sileda vektorvälja X ∈ D(V ) korral funktsioon ω(X) : V → R on
lõpmata diferentseeruv funktsioon, st ω(X) ∈ C∞(V ).

Kuna järgnevas meie vaatleme ainult siledaid 1-diferentsiaalvorme termin 1-
diferentsiaalvorm tähendab sile 1-diferentsiaalvorm. Siledate 1-diferentsiaalvormi-
de määramispiirkonnaga U ⊂M hulka tähistame Ω1(U). See on vektorruum üle
R, kui liitmist ja arvudega korrutamist määrame valemitega

(ω + ω′)p = ωp + ω′p, (λω)p = λωp.

Mainime, et Ω1(U) on lõpmata dimensionaalne vektorruum. Olgu f ∈ C∞(U)
sile funktsioon ja ω ∈ Ω1(U) 1-diferentsiaalvorm. Korrutist f ω määrame vale-
miga

(f ω)p = f(p)ωp, p ∈ U. (4.4.4)
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On ilmne, et f ω on 1-diferentsiaalvorm, kusjuures suvalise vektorvälja X korral
kehtib (f ω)(X) = f ω(X) (valemi parempoolel seisab funktsioonide f ja ω(X)
korrutis). On lihtne näidata, kui f ∈ C∞(U) on sile funktsioon ja ω ∈ Ω1(U)
on sile 1-diferentsiaalvorm, siis korrutis f ω ∈ Ω1(U) on sile 1-diferentsiaalvorm.
Samas on lihtne veenduda, et Ω1(U) on moodul üle funktsioonide algebra C∞(U)
korrutamise (4.4.4) suhtes.

Olgu f ∈ C∞(U) sile funktsioon. Funktsioon f indutseerib 1-diferentsiaalvormi
df ∈ Ω1(U), mille väärtust suvalisel siledal vektorväljal X ∈ D(U) määrame
valemiga

df(X) = Xf. (4.4.5)

Olgu (φ, V ), V ⊂ U muutkonna M lokaalne koordinaatkaart koordinaatfunkt-
sioonidega x1, x2, . . . , xm. Hulgal V on määratud vektorväljad ∂

∂x1 ,
∂
∂x2 , . . . ,

∂
∂xm ,

mis moodustavad reeperivälja ja suvalise vektorvälja X ∈ D(U) korral kehtib

X
∣∣∣
V

= Xi ∂

∂xi
,

kus vektorvälja komponendid Xi on siledad funktsioonid määramispiirkonnaga
V , st Xi ∈ C∞(V ). Igale koordinaatfunktsioonile xi vastab 1-diferentsiaalvorm
dxi ∈ Ω1(V ), st

xi 7→ dxi.

Kasutades valemit (4.4.5) leiame

dxi (
∂

∂xj
) =

∂xi

∂xj
= δij ,
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mis näitab, et igas punktis p ∈ V kovektorite {dx1
p, dx

2
p, . . . , dx

m
p } süsteem on

kaasruumi T ∗pM baas, kusjuures ta on puutujaruumi TpM baasi { ∂
∂xi

∣∣
φ(p)
} duaal-

ne baas.

Diferentsiaalvorm ω ∈ Ω1(U) indutseerib m funktsiooni ωi ∈ C∞(V ), kus i =
1, 2, . . . ,m, järgmiselt:

ωi = ω (
∂

∂xi
)

Lause 4.4.6. Olgu ω ∈ Ω1(U) 1-diferentsiaalvorm ja (φ, V ) muutkonnaM koor-
dinaatkaart koordinaatfunktsioonidega x1, x2, . . . , xm selline, et V ⊂ U . Kehtib

ω
∣∣
V
≡ ω1 dx

1 + ω2 dx
2 + . . . ωm dx

m. (4.4.6)

Kui f ∈ C∞(U), siis 1-diferentsiaalvormi df avaldis koordinaatkaardi (φ, V )
koordinaatides on

df
∣∣
V

=
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + . . .+

∂f

∂xm
dxm.

Sellest järeldub, et Ω1(V ) on lõplikult tekitatud vaba moodul üle funktsioo-
nide algebra C∞(V ) baasiga {dx1, dx2, . . . , dxm}. Valemit (4.4.6) nimetame 1-
diferentsiaalvormi avaldiseks koordinaatkaardi (φ, V ) koordinaatides või 1-dife-
rentsiaalvormi avaldiseks lokaalsetes koordinaatides.

Olgu (ψ,W ) muutkonnaM teine koordinaatkaart koordinaatidega x́1, x́2, . . . , x́m,
kusjuures V ∩W 6= ∅ ja koordinaatkaartide üleminekufunktsioonid on

xi = xi(x́1, x́2, . . . , x́m),
x́i = x́i(x1, x2, . . . , xm),
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kus i = 1, 2, . . . ,m. On ilmne, et maatriksid

A =
(∂xi
∂x́j

)
, B =

(∂x́i
∂xj

)
,

on teineteise pöördmaatriksid, st

∂xi

∂x́j
∂x́j

∂xk
= δik,

∂x́i

∂xj
∂xj

∂x́k
= δik.

Kui ω on 1-diferentsiaalvorm, siis hulgal V
⋂
W võime ta kirjutada nii kaar-

di (φ, V ) koordinaatides x1, x2, . . . , xm, kui ka kaardi (ψ,W ) koordinaatides
x́1, x́2, . . . , x́m. Järelikult

ω
∣∣
V ∩W = ωi dx

i, ω
∣∣
V ∩W = ώi dx́

i.

Kuna diferentsiaalvormi kordajad ωi on kovariantse tensorvälja komponendid
ja 1-diferentsiaalvormid dxi on kontravariantsed tensorväljad, siis nad teisene-
vad üleminekul ühelt koordinaatsüsteemilt x1, x2, . . . , xm teisele x́1, x́2, . . . , x́m

järgmiselt:

ωi =
∂x́j

∂xi
ώj , dxi =

∂xi

∂x́j
dx́j .

Seega, 1-diferentsiaalvormi ω avaldis kaardi (ψ,W ) koordinaatides on

ω
∣∣
V ∩W = ωi dx

i = ώj
∂x́j

∂xi
∂xi

∂x́k︸ ︷︷ ︸
=δjk

dx́k = ώj dx́
j . (4.4.7)

Valemit (4.4.7) nimetatakse 1-diferentsiaalvormi invariantsuseks.
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Definitsioon 4.4.7. Lineaarkujutust

θp : TpM × TpM × . . .× TpM︸ ︷︷ ︸
r−korda

→ R

nimetatakse r-välisvormiks punktis p, kui ta rahuldab

θp(Xσ(1)p, Xσ(2)p . . . , Xσ(r)p) = sgn(σ) θp(X1p, X2p . . . , Xrp),

kus σ ∈ Sr on arvude 1, 2, . . . , r permutatsioon,

sgn(σ) =
{

1 kui σ on paaris permutatsioon
−1 kui σ on paaritupermutatsioon

ja X1p, X2p . . . , Xrp on muutkonna M puutujavektorid punktis p.

Definitsioon 4.4.8. Kujutust θ, mis seab muutkonna M lahtise hulga U igale
punktile p ∈ U vastavusse üheselt määratud r-välisvormi θp, st θ : p 7→ θp,
nimetatakse r-diferentsiaalvormiks määramispiirkonnaga U ⊂ M . Kui U =
M , siis r-diferentsiaalvorm θ on määratud kogu muutkonnal M . Funktsiooni
θ(X1, X2 . . . , Xr), kus X1, X2 . . . , Xr ∈ D(U) on vektorväljad, määrame valemi-
ga

θ(X1, X2 . . . , Xr)(p) := θp(X1p, X2p . . . , Xrp).

Funktsiooni θ(X1, X2 . . . , Xr) nimetatakse r-diferentsiaalvormi θ väärtuseks vek-
torväljadel X1, X2 . . . , Xr. Diferentsiaalvormi θ nimetatakse siledaks r-diferen-
tsiaalvormiks, kui suvaliste vektorväljade X1, X2 . . . , Xr ∈ D(V ), V ⊂ U korral
diferentsiaalvormi θ

∣∣
V

väärtus vektorväljadel X1, X2 . . . , Xr on sile funktsioon.
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4.5. Diferentsiaalvormid ja Maxwelli teooria

Minkowski ruumiks või aeg-ruumiks nimetatakse neljamõõtmelist ruumi R4 koor-
dinaatidega xµ, kus µ = 0, 1, 2, 3, ja Minkowski meetrikaga η, mille kordajad on

(ηµν) =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , (4.5.1)

st η00 = −1, η11 = η11 = η22 = η33 = 1, ηµν = 0, kui µ 6= ν. Koordi-
naati x0 tõlgendatakse ajaks ja ilma ülaindeksita tähistatakse t, st x0 ≡ t.
Koordinaate x1, x2, x3 tõlgendatakse kolmemõõtmelise ruumi koordinaatideks,
st x1 = x, x2 = y, x3 = z. Järgnevas kolmemõõtmelise ruumi punkti koordinaa-
tidega x, y, z tähistame x, st x = (x, y, z). Meetrika η tähendab, et igas punktis
p ∈ R4 Minkowski ruumi puutujaruum TpR4 on varustatud bilineaarvormiga
η : TpR4 × TpR4 → R, kus

η(v, w) = ηµν v
µwν ,

ja v = (p; vµ), w = (p;wµ) ∈ TpR4 on Minkowski ruumi puutujavektorid punktis
p. Meetrika kordajatest moodustame ruutvormi

η(x, dx) = ηµν dx
µdxν = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2,

kus dxµ on koordinaatide harilikud diferentsiaalid (mitte välisdiferentsiaalid).
Juhime tähelepanu sellele, et Minkowski meetrika ei ole Riemanni meetrika, ku-
na ta ei ole positiivselt määratud. Minkowski meetrikat nimetatakse pseudo-
Riemanni meetrikaks. Seega Minkowski ruum on pseudo-Riemanni muutkond.
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Meetrika poolt määratud kontravariantse tensori komponendid moodustavad
maatriksi (4.5.1) pöördmaatriksi, st

(ηµν) =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (4.5.2)

Seega kehtib ηµσησν = δµν .

Elektromagnetvälja kirjeldatakse elektromagnetvälja tugevuse abil, mis koosneb
elektrivälja tugevuse vektorist E(t,x) ja magnetvälja tugevuse pseudovektorist
B(t,x) (vektorit nimetatakse pseudovektoriks, kui ruumi orientatsiooni muut-
misel vektor muutub vastandvektoriks, nt vektorite vektorkorrutis). Juhime tä-
helepanu sellele, et nii elektrivälja tugevus, kui ka magnetvälja tugevus on vektor-
funktsioonid kuna nad sõltuvad aeg-ruumi punktist (xµ) = (t, x, y, z). Järgnevas
meie ei näita sõltuvust aeg-ruumi punktist (või selle punkti koordinaatidest)
kirjutades E,B. Olgu U ⊂ R4 vektorfunktsioonide E,B määramispiirkond ja

E = (Ex, Ey, Ez), B = (Bx, By, Bz),

kus vektorite komponendid Ex, Ey, Ez ja Bx, By, Bz on aeg-ruumi koordinaatide
lõpmata diferentseeruvad funktsioonid. Elektromagnetvälja tugevust mõõdetak-
se eksperimentaalselt kasutades selleks laetuid osakesi. Kui laetud osake liigub
elektromagnetväljas, siis tekib laetud osake interaktsioon elektromagnetväljaga
ja elektromagnetväli osakest mõjutab jõuga

F = q (E + v ×B), (Lorentzi jõud)
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kus q on osake laeng, v on osake liikumise kiirusvektor trajektoori antud punk-
tis. Sellest järeldub, et laetud osake liikumist elektromagnetväljas kirjeldatakse
võrrandiga

dp
dt

= q (E + v ×B),

kus
p =

mv√
1− v2

c2

,

ja v = ẋ, x = x(t) = (x(t), y(t), z(t)) on osake liikumistrajektoor (parameetriline
joon, kus parameetriks on aeg t) kolmemõõtmelises ruumis ristkoordinaatidega
x, y, z, m on osake mass, v = ||v|| on kiirus ning c on valguse kiirus. Kui osake
laeng on piisavalt väike, siis osake mõjujõud elektromagnetväljale on väike ja seda
võime ignoreerida. Kasutades selliste osakeste voo, mis liigub läbi elektromag-
netvälja, ja uurides nende liikumistrajektoore, mõõdetakse elektromagnetvälja
tugevust.

Elektromagnetvälja tugevus (E,B) muutub nii aja jooksul, kui ka ruumis, ja
elektromagnetvälja tugevuse muutmine allub järgmistele võrranditele

divB = 0, (4.5.3)
∂B
∂t

+ rotE = 0, (Faradey seadus) (4.5.4)

divE =
ρ

ε0
, (Gaussi seadus) (4.5.5)

∂E
∂t
− c2 rotB = − j

ε0
, (Ampere’i seadus) (4.5.6)
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kus ρ on laengu tihedus, j = (jx, jy, jz) on vool ja ε0 on permitiivsus. Võrrandeid
(4.5.3) - (4.5.6) nimetatakse Maxwelli võrranditeks

Minkowski ruum R4 koordinaatidega xµ ja Minkowski meetrikaga η on füüsi-
kalise ruumi, milles on fikseeritud inertsiaalsüsteem S, matemaatiline mudel.
Minkowski ruumi koordinaadid x0 = t, x1 = x, x2 = y, x3 = z on tekitatud
inertsiaalsüsteemiga S. Olgu x́µ Minkowski ruumi teised koordinaadid, mis on
tekitatud teise inertsiaalsüsteemiga Ś, kusjuures meie teame, kuidas koordinaa-
did xµ avalduvad koordinatide x́µ kaudu, st xµ = xµ(x́ν). Oletame, et meil
on elektromagnetväli, mille tugevus mõõdetud inertsiaalsüsteemis S on E,B ja
mõõdetud inertsiaalsüsteemis Ś on É, B́. Moodustame kaks 4-järku ruutmaat-
riksit

(Fµν) =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By
Ey −Bz 0 Bx
Ez By −Bx 0

 , (F́µν) =


0 −Éx −Éy −Éz
Éx 0 B́z −B́y
Éy −B́z 0 B́x
Éz B́y −B́x 0

 .

Eksperimendid näitavad, et elektromagnetvälja tugevused E,B ja É, B́ mõõde-
tud erinevates inertsiaalsüsteemides on omavahel seotud järgmiselt:

F́µν = Fστ
∂xσ

∂x́µ
∂xτ

∂x́ν
.

Seega elektromagnetvälja tugevuse komponentidest moodustatud suurus Fµν on
2-kovariantne tensorväli.

http://sites.google.com/site/globalanalysisut/


Home Page

JJ II

J I

Page 170 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit

Nüüd näitame, kuidas diferentsiaalvorme saab kasutada Maxwelli teoorias. Kova-
riantse tensorvälja Fµν komponentidest moodustame 2-diferentsiaalvormi F järg-
miselt:

F = Fµν dx
µ ∧ dxν (µ < ν).

Diferentsiaalvormi F , mille kordajad on elektromagnetvälja tugevuse kompo-
nendid, st nad rahuldavad Maxwelli võrrandeid, nimetame elektromagnetvälja
tugevuse 2-diferentsiaalvormiks. Arvutame 2-diferentsiaalvormi F välisdiferent-
siaali dF . Välisdiferentsiaal dF on 3-diferentsiaalvorm

dF = dFµν ∧ dxµ ∧ dxν =
∂Fµν
∂xσ

dxσ ∧ dxµ ∧ dxν (µ < ν). (4.5.7)

Minkowski ruumi 3-diferentsiaalvormide mooduli Ω3(R4) baasiks võime võtta
3-diferentsiaalvorme

dt ∧ dx ∧ dy, dt ∧ dy ∧ dz, dt ∧ dz ∧ dx, dx ∧ dy ∧ dz.

Selle baasi esimene 3-diferentsiaalvorm (koordinaatide diferentsiaalide järjestuse
täpsusega) tekib avaldises (4.5.7) kolm korda järgmiselt:

Indeksite kombinatsioon 3-diferentsiaalvorm Kordaja tema juures

σ = 0 µ = 1 ν = 2 dt ∧ dx ∧ dy ∂F12/∂x
0

σ = 1 µ = 0 ν = 2 dx ∧ dt ∧ dy ∂F02/∂x
2

σ = 2 µ = 0 ν = 1 dy ∧ dt ∧ dx ∂F01/∂x
2
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Seega

∂F12

∂x0
dt ∧ dx ∧ dy +

∂F02

∂x2
dx ∧ dt ∧ dy +

∂F01

∂x2
dy ∧ dt ∧ dx =(∂Bz

∂t
+
∂Ey
∂x
− ∂Ex

∂y

)
dt ∧ dx ∧ dy. (4.5.8)

Arvutades analoogiliselt kordajad teiste baasivormide juures saame

dF =
(∂Bx
∂t

+
∂Ez
∂y
− ∂Ey

∂z

)
dt ∧ dy ∧ dz +(∂By

∂t
− ∂Ez

∂x
+
∂Ex
∂z

)
dt ∧ dz ∧ dx+(∂Bz

∂t
+
∂Ey
∂x
− ∂Ex

∂y

)
dt ∧ dx ∧ dy +(∂Bx

∂x
+
∂By
∂y

+
∂Bz
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz. (4.5.9)

Kasutades Maxwelli võrrandeid jõuame tulemuseni

dF = 0. (4.5.10)

Teine võimalus valemi (4.5.10) tõestamiseks on kolmemõõtmelise ruumi vektor-
analüüsi ja diferentsiaalvormide vahelise seose kasutamine. Meenutame

E 7→ ω1
E = E · dr = Ex dx+ Ey dy + Ez dz,

B 7→ ω2
B = B · dS = Bx dy ∧ dz +By dz ∧ dx+Bz dx ∧ dy,
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kus dr = (dx, dy, dz),dS = (dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy). Kehtivad valemid

dω1
E = rotE · dS, d ω2

B = divB · dV ,

kus dV = dx ∧ dy ∧ dz on ruumi R3 ruumala element (volume element). Elekt-
romagnetvälja tugevuse 2-diferentsiaalvormi võime kirjutada kujul

F = ω1
E ∧ dt+ ω2

B.

Välisdiferentsiaali d Minkowski ruumis võime esitada kujul

d = dt ∧ ∂

∂t︸ ︷︷ ︸
dt

+ dx ∧ ∂

∂x
+ dy ∧ ∂

∂y
+ dz ∧ ∂

∂z︸ ︷︷ ︸
dr

= dt + dr,

kus dr on välisdiferentsiaal kolmemõõtmelises ruumis. Diferentsiaalidel dt, dr on
omadused

(dt)2 = 0, (dr)2 = 0, dt ◦ dr + dr ◦ dt = 0.

Seega

dF = d(ω1
E ∧ dt+ ω2

B) = dω1
E ∧ dt+ dω2

B

= dt ω
1
E ∧ dt+ dr ω

1
E ∧ dt+ dt ω

2
B + dr ω

2
B

= −∂E
∂t
· dr ∧ dt ∧ dt︸ ︷︷ ︸

=0

+rotE · dS ∧ dt+
∂B
∂t
· dS ∧ dt+ divB · dV

= (
∂B
∂t

+ rotE) · dS ∧ dt+ divB · dV = 0. (4.5.11)

Seega kehtib
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Lause 4.5.1. Elektromagnetvälja tugevuse 2-diferentsiaalvorm F on kinnine di-
ferentsiaalvorm.

Tuletame meelde, et elektromagnertvälja tugevuse 2-diferentsiaalvorm on mää-
ratud hulgal U ⊂ R4, st F ∈ Ω2(U). Teame, et iga täpne diferentsiaalvorm on
kinnine. Kuna F on kinnine 2-diferentsiaalvorm, siis kerkib loomulik küsimus:
võib olla F on kinnine selle pärast, et ta on täpne? Teiste sõnadega, kas leidub 1-
diferentsiaalvorm ω ∈ Ω1(U) selline, et F = dω? Vastus sellele küsimusele sõltub
hulga U topoloogiast! Teame, et muutkonna topoloogia tähtsaks karakteristikuks
on de Rhami kohomoloogia rühmad Hk(M). Kui de Rhami kohomoloogia rüh-
mad Hk(M), k > 0 on triviaalsed , st Hk(M) = {0}, siis tavaliselt öeldakse, et
muutkoona M topoloogia on triviaalne. Näiteks, ruumi Rn või lahtise kera Bn

r

korral

H0(Rn) ' R, Hk(Rn) = {0}, k > 0,
H0(Bn

r ) ' R, Hk(Bn
r ) = {0}, k > 0.

See on samaväärne järgmise väidega:

Poincaré lemma: Kui θ ∈ Ωk(Rn), k > 0 on sile k-diferentsiaalvorm, siis
leidub sile (k − 1)-diferentsiaalvorm ω ∈ Ωk−1(Rn) sel-
line, et θ = dω.

Poincaré lemma näitab, et lokaalselt iga kinnine vorm on täpne. Tõepoolest olgu
ω kinnine k-diferentsiaalvormm-muutkonnalM ja p ∈M . Teame, et muutkonna
suvalise punkti korral leidub selle punkti koordinaatümbrus (φ,U) nii, et p ∈ U
ja φ : U → Bm

r , st U on difeomorfne lahtise keraga raadiusega r ja keskpunktiga
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alguspunktis. Diferentsiaalvorm (φ−1)∗(ω|U ) on määratud lahtisel keral Bm
r , ta

on kinnine ja vastavalt Poincaré lemmale leidub (k − 1)-diferentsiaalvorm θ ∈
Ωk−1(Bm

r ) selline, et (φ−1)∗(ω|U ) = dθ. Seega (k − 1)-diferentsiaalvorm φ∗ θ on
määratud muutkonna M lahtisel hulgal U ja

d(φ∗ θ) = φ∗ dθ = φ∗ ◦ (φ∗)−1(ω|U ) = ω|U ,

kust järeldub, et lokaalselt ω on täpne diferentsiaalvorm. Seega küsimus, kas
kinnine diferentsiaalvorm on täpne, on muutkonna M globaalse struktuuri kü-
simus.

Ühiksfääri Sn korral

H0(Sn) ' R, Hk(Sn) = {0} (1 ≤ k ≤ n), Hn(Sn) ' R.

Järelikult ruumi Rn ja lahtise kera Bn
r topoloogia on triviaalne, kuid sfääri to-

poloogia on mitte triviaalne.

Oletame, et hulga U ⊂ R4 de Rhami kohomoloogia rühm H2(U) on triviaalne,
st H2(U) = {0}. Sel juhul iga kinnine 2-diferentsiaalvorm on täpne. Seega leidub
ω ∈ Ω1(U) selline, et F = dω. Olgu

ω = Aµ dx
µ = A0 dx

0 +A1 dx
1 +A2 dx

2 +A3 dx
3.

Diferentsiaalvormi ω kordajaid Aµ nimetatakse elektromagnetvälja potentsiaali-
deks. Leiame, kuidas elektromagnetvälja tugevuse tensori komponendid avaldu-
vad potentsiaalide kaudu. Arvutame

F = dω = (
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

) dxµ ∧ dxν (µ < ν).
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Siit järeldub, et

Fµν =
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

.

Ülejäänud Maxwelli võrrandite (Gaussi ja Ampere’i seadus) kirjapanekuks di-
ferentsiaalvormide abil kasutame duaalse diferentsiaalvormi mõistet. Meenuta-
me, et kui ω on sile k-diferentsiaalvorm Riemanni m-muutkonnal M meetri-
kaga g, siis selle vormi duaalseks diferentsiaalvormiks nimetatakse (m − k)-
diferentsiaalvormi ∗ω, mille komponente muutkonna atlase igas koordinaatkaar-
dis lokaalsete koordinaatidega x1, x2, . . . , xm määratakse valemiga

(∗ω)j1j2...jm−k = εi1i2...ikj1j2...jm−kg
i1l1 . . . giklkωl1l2...lk

= ωi1i2...ikεi1i2...ikj1j2...jm−k , (4.5.12)

kus ωi1i2...ik = gi1l1 . . . giklkωl1l2...lk , εi1i2...im on Levi-Civita tensor ja 1 ≤ i1 <
i2 < . . . < ik ≤ m, 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jm−k ≤ m.

Arvutame elektromagnetvälja tugevuse diferentsiaalvormi F duaalse diferent-
siaalvormi ∗F . Mainime, et nad on 2-diferentsiaalvormid, st F, ∗F ∈ Ω2(U).
Olgu

∗F = (∗F )µν dxµ ∧ dxν .
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Arvutame

(∗F )01 = ε2301 η
22η33 F23 = F23 = Bx,

(∗F )02 = ε1302 η
11η33 F13 = −F13 = By,

(∗F )03 = ε1203 η
11η22 F12 = F12 = Bz,

(∗F )23 = ε0123 η
00η11 F01 = −F01 = Ex,

(∗F )13 = ε0213 η
00η22 F02 = F02 = −Ey,

(∗F )12 = ε0312 η
00η33 F03 = −F03 = Ez. (4.5.13)

Seega

∗ F = Bx dt ∧ dx+By dt ∧ dy +Bz dt ∧ dz
+Ex dy ∧ dz + Ey dz ∧ dx+ Ez dx ∧ dy. (4.5.14)

Kasutades elektrivälja ja magnetvälja vektorvälju, võime kirjutada

F = ω1
E ∧ dt+ ω2

B, ∗F = −ω1
B ∧ dt+ ω2

E.

Definitsioon 4.5.2. 2-diferentsiaalvormi F neljamõõtmelisel Riemanni või pseudo-
Riemanni muutkonnal nimetatakse ASD-diferentsiaalvormiks (anti-self-dual diffe-
rential 2-form), kui ta rahuldab tingimust ∗F = −F .

Arvutame duaalse elektromagnetvälja tugevuse diferentsiaalvormi välisdiferent-
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siaali

d ∗ F = −dω1
B ∧ dt+ dω2

E = −drω1
B ∧ dt+ dtω

2
E + drω

2
E

= −rotB · dS ∧ dt+
∂E
∂t
· dS ∧ dt+ divE · dV

=
(∂E
∂t
− rotB

)
· dS ∧ dt+ divE · dV. (4.5.15)

Nüüd kasutades Maxwelli võrrandeid saame

d ∗ F = −j · dS ∧ dt+ ρ · dV.

Moodustame 1-diferentsiaalvormi J = Jµ dx
µ = −ρ dt + jx dx + jy dy + jz dz.

Selle vormi duaalne vorm on (kontrollige iseseisvalt)

∗ J = −j · dS ∧ dt+ ρ · dV.

Seega
d (∗F ) = ∗ J. (4.5.16)

Võrrandeid
dF = 0, d (∗F ) = ∗ J, (4.5.17)

nimetatakse Maxwelli võrrandite geomeetriliseks kujuks. Elektromagnetvälja le-
vimist vakuumis (ρ = jx = jy = jz = 0, st elektrilaenguid ja voolu ei ole)
kirjeldatakse võrranditega

dF = 0, d (∗F ) = 0. (4.5.18)

Sel juhul kinnine ASD-diferentsiaalvorm F on võrrandisüsteemi (4.5.18) lahend.
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