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1. Topoloogiline muutkond

1.1. Ruum R”

Ruumi R” struktuurid, mida meie jirgnevas kasutame on
e meetriline ruum;
e topoloogiline ruum;
o cukleidiline ruum;

e afiinne ruum.

Olgu R reaalarvude hulk ja R” =R x R... x R (n-korda). Hulga R™ element x

on reaalarvude jirjestatud jada z = (x!,22,...,2"), seega

R™ = {(z!,2?%,...,2") : 2,22, ... 2" € R}.

Defineerime kujutust d : R™ x R® — R valemiga

Z(wi — )2, (1.1.1)

kus z = (2, 22,...,2"),y = (v', 9%, ...,y") € R™ Hulga R" suvaliste elementi-

de x,y, z korral kehtivad jargmised omadused:

1. d(z,y) > 0, kusjuures d(z,y) =0 < z = y;
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2. d(z,y) = d(y, z);
3. d(z,y) +d(y,z) > d(z, z) (kolmnurga vorratus).

Omadused 1-3 néitavad, et hulk R muutub meetriliseks ruumiks, kui teda va-
rustada kujutusega d. Kujutust d nimetatakse meetrilise ruumi kas kauguse-
funktsiooniks voi meetrikaks (metrics). Pidades silmas hulga R™ meetrilist struk-
tuuri, edaspidi hulka R™ nimetame ruumiks, selle elemente punktideks ja arvu
d(x,y) punktide z,y vaheliseks kauguseks. Suvalise punkti € R" ja suvalise
reaalarvu € € R korral ruumi R” punktihulka

Bl(z) ={y € R" : d(z,y) < e} CR",

nimetatakse lahtiseks keraks (kui n = 2, siis lahtist kera sageli nimetatakse
lahtiseks kettaks). Ruumi R™ alamhulka U C R™ nimetatakse lahtiseks hulgaks,
kui suvalise punkti z € U korral leidub lahtine kera B*(z) selline, et B*(z) C U.
On lihtne kontrollida, et topoloogilise ruumi koik aksiomid on taidetud:

1. kogu hulk ja tiihi hulk on lahtised hulgad;
2. lahtiste hulkade ithend on lahtine hulk;
3. lopliku arvu lahtiste hulkade iihisosa on lahtine hulk.
Seega R™ muutub topoloogiliseks ruumiks iildise topoloogia mdttes.

Hulga R™ meetrilise ruumi ja topoloogilise ruumi struktuur on kirjeldatud. Niitid
lithidalt tuletame meelde, kuidas tekib vektorruumi struktuur. Kui liitmist ja
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reaalarvudega korrutamist defineerida valemitega
r4+y=(r14+y,r2+ Y2, - Tn+Yn), \x=(Ax1,AD2,...,A2,) (1.1.2)

kus x = (x1,22,...,2n), ¥y = (Y1,Y2,---,yn) € R", XA € R, siis R” muutub
vektorruumiks. Seega R™ on vektorruum iile reaalarvude korpuse R. Vektor-
ruumi elemente nimetame vektoriteks, komponente nimetame vektori koordi-
naatideks ja kui soovime rohutada, et tegemist on vektoriga, kasutame téhis-

tust x = (!, 22,...,2"), st kui soovime niidata, et valemis esinev element
on vektor, siis tdhistame x. Seega kui tegemist on vektoriga siis kirjutame
x = (z',22%,...,2"). Jirgnevas sageli kasutame maatriksarvutust selleks, et

valemite kuju oleks kompaktsem. Vastavates valemites eeldame, et vektori x
koordinaadid moodustavad kas iiheveerulise voi iiherealise maatriksi, st

On teada, et R™ on n-mootmeeline vektorruum. Suvalises abstraktses n-moot-
meelises vektorruumis puudub kanooniline baas, kuid vektorruumis R" selline
baas eksisteerib ja ta koosneb baasivektoriteste;,es, ..., e,, kus

e; = (1,0,0,...,0),ex = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,0,...,1).  (1.1.3)

Suvaline vektor x = (z!,22%,...,2") € R" avaldub baasivektorite kaudu jirgmi-

selt
n
X = E xzei = xlei.
=1
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Juhime tdhelepanu sellele, et valemis on kasutatud Einsteini summerimiskok-
kulepe (Einsteini summation convention), st kui korrutises indeks ¢ esineb kaks
korda (iiks kord alaindeksina ja teine kord iilaindeksina), siis tile korduva indeksi
¢ summeeritakse.

Vektorruumi R"™ eukleidiline struktuur on méaaratud vektorite skalaarkorrutisega
(inner product)

(x,y) =Y a'y, (1.1.4)
=1

kus x = (', 2%,...,2"),y = (v',9%,...,y") on vektorruumi R” vektorid. Vek-
tori x = (2!, 22,...,2") pikkust defineeritakse valemiga

x|l = V(% %) = (@) + @2 + ...+ @))% (1.1.5)
On ilmne, et {e,eq,...,e,} on eukleidilise ruumi V" ortonormeeritud baas, st

(€i,€j) = 05, kus 0;; on Kronekeri stimbol. Suvaliste vektorite korral kehtivad
jargmised vorratused:
(%, )] [x[llyll  (Cauchy-Schwarz) (1.1.6)

<
Ix+yll <

x|l + llyll (kolmnurga vorratus) (1.1.7)

Vektorite x ja y vahelist nurka defineeritakse valemiga

&¥) g cp<n (1.1.8)

cos 0=—"-— 0<60<
[BSIRINGl

Home Page

Page 7 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit


http://sites.google.com/site/globalanalysisut/

ning valemist (1.1.6) jareldub, et —1 < cos # < 1. Mainime, et R"-i meetrilise
ruumi struktuuri ja eukleidilise ruumi struktuuri vahel on teatud seos, mille
voime kirjeldada valemiga

d(z,y) =[x =yl (1.1.9)

Ruumi R” afiinne struktuur on vihem tuntud. Ruumi R™ afiinse ruumi struktuu-
ri kirjeldamiseks, tuletame meelde afiinse ruumi definitsiooni. Olgu A mittetiihi
hulk, mille elemente nimetame punktideks, ja V' vektorruum {ile korpuse R. Hul-
ka A nimetame afiinseks ruumiks, kui on taidetud jargmised aksioomid (afiinse
ruumi aksiomid):

e on madratud kujutus A x V' — A, mis seab igale paarile (z,Vv) vastavusse
itheselt maaratud A punkti, mille tdhistame x + v;

o kehtibz + (v+w) = (z+v) + w;

e suvaliste punktide x,y € A korral leidub iiks ja ainult iiks vektor v selline,
et x + v = y (vektorit v sageli tihistatakse 7).

Vektorruumi V' nimetatakse assotsieeritud vektorruumiks. Seega afiinne ruum
on tegelikult paar (A, V), kus A on afiinne ruum ja V' on sellega assotsieeritud
vektorruum. Ruum R™ muutub afiinseks ruumiks (assotsieeritud vektorruum
on eukleidiline ruum R"™), kui defineerime kujutust R™ x R™ — R", millest
raagitakse eespool antud definitsiooni esimeses aksioomis, jargmiselt: kui x =
(xl,22,...,2") € R" jav = (v}, 0%, ... 0") € R, siis

(,v) ER" X R" sz +v=(zt + o', 22 +0%,...,2" + ") €R".
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Afiinse ruumi struktuuri raames on voimalik vaadelda ruumi R"™ sirgeid, tasan-
deid ja m-tasandeid. Kui v on null-vektorist erinev vektor ja p € R™ on mingi
punkt, siis punkti p ldbivaks sirgeks sihivektoriga v nimetatakse punktihulka
L C R”, mis on méadratud valemiga

L={p+tv:teR}.

Kui v,w € R" on kaks mittekollineaarset vektorit, siis tasandiks P C R” rihi-
vektoritega v, w nimetatakse punktihulka

T:{p+t1V+t2W:t1,t2€R}.

Reeperit {o;e1,es,...,e,}, kus 0 on punkt o = (0,0, ...,0), nimetatakse afiin-
se ruumi R™ kanooniliseks reeperiks. Kanooniline reeper indutseerib ruumi R"
kanoonilise ristkoordinaadisiisteemi, mille teljestik koosneb telgedest

Li={o+te:teR}), i=1,2,...,n.

Jargnevas meie alati eeldame, et ruum R” on varustatud kanoonilise ristkoor-
dinaadisiisteemiga, mis on konstrueeritud selle ruumi afiinse struktuuri raames.
Ruumi R! nimetame sirgeks, ja ruumi R? nimetame tasandiks. Tasandi E? rist-
koordinaate monikord (tavaliselt iilesannetes) tédhistame x, y ja kolmemdotmelise
ruumi R? ristkoordinaate tahistame z, v, 2.

1.2. Topoloogilise muutkonna maiste

Enne topoloogilise muutkonna defineerimist, tuletame meelde iildise topoloogia
moningaid moisteid. Topoloogilise ruumi T lahtiste hulkade peret § nimetatakse
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selle ruumi lahtise topoloogia baasiks, kui T iga lahtise hulga U korral leiduvad
hulgad S, € 8, € A, kus A on indeksite mingi hulk, sellised, et U = (J,c 4 Sa-
Topoloogilist ruumi T nimetatakse sidusaks (connected) topoloogiliseks ruumiks,
kui ruumi T ei ole voimalik esitada kahe (voi rohkem) mittetiihja lahtise hulga
U,V , mille iihisosa on tiihihulk, {ihendina, st T = U U V,UNV = (. Topo-
loogilist ruumi T nimetatakse joonsidusaks (path-wise connected), kui suvaliste
kahe punkti p,q € T korral leidub neid iihendav pidev joon, st pidev kujutus
v :la,b) CR — T,y(a) = p,v(b) = q. Topoloogilist ruumi T nimetatakse iihe-
lisidusaks (simply connected, 1-connected), kui selle ruumi fundamentaalrithm
m1(7T) on triviaalne (topoloogilise muutkonna fundamentaalrithma késitletakse
kiesoleva peatiiki viimases paragrahvis) ehk, teiste sonadega, suvalise pideva
kinnise joone 7 : [a,b] — T,v(a) = v(b) korral leidub ruumi T teisenduste pidev
parv selline, et joon deformeerub punktiks (piltlikult Geldes, suvalist silmust voib
kokku tommata iitheks punktiks). Ruumi T lahtiste hulkade pere on selle ruumi
lahtise topoloogia baas parajasti siis, kui suvalise punkti x € T ja selle punkti su-
valise imbruse U korral leidub hulk S € § perest 8 nii, et z € S C U.Toploogilise
ruumi 7" lahtiste hulkade peret {U, }aca, kus iga « korral U, C T, nimetatakse
ruumi 7' lahtiseks katteks, kui | J,c4 Ua = T. Topoloogilist ruumi nimetatakse
kompaktseks, kui iga lahtise kate korral leidub selle katte 1oplik alamkate. Kuna
kdesoleva kursuse pohiruumiks on topoloogiline ruum R” tuletame meelde, et
Bolzano-Weierstrassi teoreemist jareldub kompaktsuse kriteerium

Ruumi R™ alamhulk M C R” on kompaktne parajasti siis, kui
M on kinnine ja tdkestatud.
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Kujutust ¢ : T — 77, kus T, T’ on topoloogilised ruumid, nimetatakse homéomor-
fismiks, kui

e ¢ on bijektsioon;
e ¢ on pidev kujutus;
e poordkujutus ¢! on ka pidev.

Oeldakse, et topoloogilised ruumid 7,7 on homéomorfsed, kui leidub nende
vaheline homoéomorfism ¢ : T — J’. Kui topoloogilised ruumid 7',7” on ho-
moomorfsed, siis kirjutame T ~ T”. Topoloogia seisukohalt homdomorfsed ruu-
mid on ekvivalentsed. Topoloogilist ruumi nimetatakse Hausdorffi ruumiks (eral-
duvaks ruumiks), kui suvaliste punktide x,y € T korral leidub punkti z timbrus
U ja punkti y timbrus V sellised, et U NV = ) (teine Hausdorffi eralduvusak-
sioom).

Definitsioon 1.2.1. Topoloogilist ruumi M nimetatakse n-moctmeliseks to-
poloogiliseks muutkonnaks voi topoloogiliseks n-muutkonnaks (topological n-
manifold), kui ta rahuldab kolm tingimust:

e M on Hausdorffi ruum;
e ruumis M leidub loenduv baas (teine Hausdorffi loenduvusaksioom);

o M on lokaalselt eukleidiline ruum, st suvalise punkti x € M korral leidub
selle punkti imbrus, mis on homdéomorfne ruumi R"™ lahtise hulgaga.
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Topoloogilist n-muutkonda M nimetatakse kompaktseks (sidusaks, kaarsidu-
saks, iihelisidusaks), kui M on kompaktne (sidus, joonsidus, iihelisidus) topo-
loogiline ruum. A

Arvu n nimetatakse muutkonna M dimensiooniks ja tahistatakse dim M = n.
Mainime, et {ildsust kitsendamata kolmandas tingimuses voime ruumi R™ asen-
dada kas lahtise keraga voi lahtise kuubiga.

Muutkonna definitsiooni esimesed punktid méadravad muutkonna iildist topo-
loogiat. Need tingimused néitavad, et muutkonna iildine topoloogia peab olema,
"hea". Tavaliselt nende tingimuste kontroll on lihtne, kuna sageli muutkond on
sellise topoloogilise ruumi alamruum, kus Hausdorffi eralduvusaksioom ja loen-
duvusaksioom on taidetud.

Muutkonna definitsiooni kolmas tingimus on aga tahtis. Kolmanda tingimuse
tottu muutkonnal tekib vaga téhtis struktuur, mida nimetatakse lokaalseks kaar-
diks voi lokaalseks koordinaadisiisteemiks. Toepoolest suvalise punkti x € M
korral leidub selle punkti timbrus U C M, ruumi R” lahtine hulk U’ C R" ja
homoomorfism ¢ : U — U’. Kui g € U, siis

qeUw— o¢(q) = (xl(q),xQ(q), ...,2"(q)) e U' C R"™ (1.2.1)

Seega muutkonna iimbruse U igale punktile g vastab reaalarvude jarjestatud ja-
da z'(q),2%(q),...,2"(q), kusjuures need arvud soltuvad punktist ¢, st nad on
punkti g funktsioonid. Arvestades, et vastavus 1.2.1 on bijektiivne ja ta siilitab
U topoloogiat naeme, et iimbruse U punktid on korrektselt parametriseeritud
ruumi R” punktidega. Seega arve z'(q),z%(q), ..., 2" (¢) voime vaadelda punk-
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ti ¢ koordinaatidena. Seega muutkonnal on méaratud lokaalne koordinaadisiis-
teem ja seetottu paari (U, ¢) nimetatakse n-muutkonna M lokaalseks kaardiks
voi lokaalseks koordinaadisiisteemiks. Kuna x!', 22, ... 2™ on {imbruse U punk-
ti funktsioonid, neid nimetatakse lokaalse kaardi koordinaatfunktsioonideks voi,
lihtsustades terminoloogiat, lokaalseteks koordinaatideks. On ilmne, et iga koor-

dinaatfunktsioon z* on pidev funktsioon.

Lokaalsete kaartide kogumit {(Uy, ¢a) } ac.a nimetatakse muutkonna M atlaseks,
kui lahtised iimbrused U, moodustavad muutkonna M lahtise katte, st

M:UUa.

Esimesel pilgul paistab, et definitsioon 1.2.1 ei ole mérkimisviirne, kuna temas
defineeritakse topoloogiliste ruumide iihte klassi, kusjuures tegemist on spet-
siaalse klassiga, mis on kitsendatud rangete tingimustega. Uldise topoloogia sei-
sukohalt see on dige, kuna n-muutkonna topoloogia lahtiste hulkade mottes on
iisna triviaalne. Miks siis topoloogiliste muutkondade teooria on alati aktuaalne,
kiiresti arenev ja populaarne uurimisvaldkond? PGhjuseks on see, et n-muutkond
on geomeetrilise pinna tldistus, ja kui radgitakse muutkonna topoloogiast, siis
peetakse silmas muutkonna globaalset struktuuri. Peale seda, osutub, et topo-
loogiliste muutkondade teoria on vaga tahtis teistes matemaatika valdkondades,
teoreetilises fiiiisikas ja mehaanikas.

Naide 1.2.2. Topoloogilise n-muutkonna kaige lihtsam néide on ruum R™. TGe-
poolest, iildises topoloogias naidatakse, et ruumi R™ on Hausdorffi ruum ja temas
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leidub lahtise topoloogia loenduv baas, seega definitsiooni 1.2.1 esimesed kaks
tingimust on taidetud. Kolmas tingimus on ka téidetud, kuna homéomorfismiks
votame samasuskujutuse id : R® — R". Kui topoloogiline n-muutkond M on
homoomorfne ruumiga R™ (voi selle lahtise keraga B C R™), siis 6eldakse, et M
on triviaalne n-muutkond.

Niide 1.2.3. Ruumi R” iga lahtine hulk U C R™ on topoloogiline ruum (topo-
loogilise ruumi R"™ topoloogiline alamruum). On lihtne niidata, et U on topoloo-
giline n-muutkond. TGepoolest, definitsiooni 1.2.1 esimesed tingimused on tdide-
tud, kuna U on topologilise ruumi R” topoloogiline alamruum. Kolmas tingimus
on ka tdidetud, kuna homéomorfismiks votame id : U — U. Antud néide pais-
tab olevat lihtne ja triviaalne, kuid tegelikult ta annab voimaluse topoloogiliste
muutkondade suure klassi konstrueerimiseks, kusjuures selle klassi topoloogili-
sed muutkonnad on mittetriviaalsed. Toepoolest, oletame, et kolmemootmelises
ruumis R? on antud sdlm X (knot) (vt joonis 16 (b)), st kolmnemodtmelises
ruumis asetsev joon, ta on ilma eneseldikamisteta ja solme nimetatakse mitter-
tiviaalseks, kui teda ei saa pidevate teisenduste abil (katki rebima ei tohi) teha
ringjooneks. S6lm, kui punktihulk on kinnine hulk R? topoloogias. Jérelikult
solme tiiend kolmemdotmelises ruumis M = R? \ K on ruumi R? lahtine alam-
hulk, jarelikult M on kolmemdotmeline topoloogiline muutkond. On ilmne, mida
keerulisem on solme struktuur, seda keerulisem on vastava muutkonna struk-
tuur. Ulalpool kirjeldatud kolmemdotmelise muutkonna konstruktsioon néitab,
et selliste muutkondade klassifikatsioon on tihedalt seotud solmede teooriaga.
Solmede teooria tdhtsaimaks probleemiks on s6lmede klassifikatsioon ja ta on
olnud raskeks probleemiks alates 19. sajandist. Esimesed katsed solmede klas-
sifitseerimiseks olid inspireeritud Lord Kelvin (véljapaistev fuiisik, 1824 - 1907)
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poolt, kes arvas, et aatomid on eetri (hiipoteetiline maailmaruumi tiiteaine) kee-
rised solme struktuuriga. Kasutades oma teooriat Lord Kelvin piiiidis leida sea-
duspérasust Mendelejevi elementide perioodilisussiisteemis ja selleks tal oli vaja
solmede klassifikatsiooni. Tema palvel matemaatik Peter Guthrier Tait hakkas
uurima solmi ja ta koostis s6lmede esimesi tabeleid. Oluline labimurd s6lmede

QOGaP

Unknot 3

TS 2N PR
GBHOY

I W

Joonis 2: Solmede tabel, eneseldikamiste arv 0 kuni 7, Alexander tahistused

teoorias oli tehtud eelmise sajandi esimesel poolel, kui ameerika matemaatik
James Waddell Alexander (1888 - 1971) konstrueeris solmede poliinomiaalseid
invariante, mida praegu nimetatakse s6lme Alexander’i poliinoomideks.
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P\ G

Joonis 6: (a) 2-muutkond on tasandi lahtine alamhulk, mis asetseb joonte C' ja
C' vahel; (b) 3-muutkond, mis on saadud kahe slme eemaldamisega ruumist R?

Naide 1.2.4. Mittetriviaalse muutkonna lihtsaimaks naiteks tasandi korral on
ithikringjoon S! ja kolmemdotmelise ruumi korral on iihiksfadr S2. Uhikringjoont
S mésrame vorrandiga

()2 + (@) =1,

ja iihiksfisir on kolmemdotmelise ruumi R? punktihulk, mille iga punkti 2 =

(2!, 22, 23) koordinaadid rahuldavad vorrandit

(z')? + ()2 + (2%)? = 1. (1.2.2)

Jarelikult
St = {x = (2!,2?) € B2 : ||z|| = 1} C E2,

5% = {z = (2',22,2%) e R3: ||z|]| = 1} C R3.
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Jargnevas meie kasutame n-mootmelise iihiksfaari moistet, mille definitsioon on
jargmine: n-mootmeliseks iihiksfisiriks nimetame ruumi R”*! punktihulka, mille
iga punkti z = (2!, 22,...,2"!) koordinaadid rahuldavad vorrandit

()2 + 2*)2+... + (")’ =1

Seega
" = {o = (31,22, ...,5") € R : ||af| = 1}.

Niitame, et S? on 2-muutkond. Definitsiooni 1.2.1 esimesed kaks tingimust on
taidetud, kuna iihiksfiéiri topoloogia on indutseeritud ruumi R3 topoloogiaga.
Naitame, et tihiksfaar on lokaalselt eukleidiline. Selleks konstrueerime tihiksfaari
lahtise kate jargmiselt: tdhistame S21>0 (Sil <o) thiksfddri sellist punktihulka,
mille iga punkti i-s koordinaat rahuldab tingimust 2! > 0 (z* < 0). On ilmne,
et meil on kuus hulka:

SQ

2 2 2 2
z1>07 5172>07 S$3>0’ Sa:1<07 ) z2<0) S

z3<0?

(1.2.3)

kusjuures koik hulgad on lahtised sfaéri topoloogia suhtes. Kehtib

U 2s0) U US% =

st lahtiste hulkade pere on iihiksfaari lahtine kate. Naitame, et iga hulk sellest
perest on homomorfne E? lahtise hulgaga (vt joonis 2). Votame, niiteks, hulga
S§3>0 ja projekteerime selle hulga punktid (z!, 2%)-koordinaattasandile ristpro-
jektsiooni abil, st

o3 1z = (2',2%,2%) € 8% — ¢3 (z) = 2’ = (z',2°,0) € (2!, %) — tasand.
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{b)

Joonis 7: (a) (b)

On ilmne, et ¢3 : S§3>0 — D? on homéomorfism, kus D? = {(z!,2?%) € E? :
(#1)? + (22)% < 1}. Analoogiliselt niitame, et pere kdik teised hulgad on ho-
méoomorfsed tasandi lahtiste hulkadega. Seega, S? on topoloogiline 2-muutkond.
Sfadr S? on kaetud kuue kordinaadikaardiga ja kogumit

‘AS = {(S§i>()a¢;r)7 (S§Z<0a¢;) ?:17

nimetatakse sfaéri atlaseks. On ilmne, et atlaseid on l6pmata palju ja nende seas
on atlaseid kaartide minimaalse arvuga. Kui kaks koordinaadikaardi kuuluvad
iihte atlasse ja nende iihisosa ei ole tiihi, siis muutkonna vastavas piirkonnas
meil on kaks koordinaadisiisteemi, st igale punktile vastavad iihes koordinaadi-
siisteemis koordinaatide komplekt, ja teises. On ilmne, et tihe koordinaadisiistee-
mi koordinaadid avalduvad teise koordinaadisiisteemi kaudu ja vastavaid funkt-
sioone nimetatakse antud atlase kas {ileminekufunktsioonideks (ithest koordi-
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naafisiisteemist teisse) voi koordinaadikaartide kokkukleepimise funktsioonideks.
Vaatame, millised on eespool konstrueeritud sfaéri atlase kokkukleepimise funkt-
sioonid. Néiteks, vaatleme kahte koordinaadikaarti (S§3>O, é3), (S§2>0, ¢35 ). Keh-
(il S = S§3>0 N S§2>0 # (). Seega, kui p = (p!,p?, p) € S, siis tihistame

o3 (p) = (€' (p),&%(p)), koordinaadid iihe kaardi suhtes
ja
o3 (p) = (0" (p),n*(p)). koordinaadid teise kaardi suhtes

On ilmne, et £'(p) = p',&%(p) = p* ja n'(p) = p',7*(p) = p*. Kuna p on sfiari
punkt, tema koordinaadid rahuldavad sfaéri vorrandit, seega

PP =V1—(p")2— (p?)2

Siit leiame, kuidas lihed lokaalsed koordinaadid avalduvad teiste lokaalsete koor-
dinaatide kaudu

=€t = V1 (€2 - (€22 (1.2.4)

ja sellega kahe koordinaadikaardi kokkukleepimise funktsioonid on leitud. Lisaks
mainime, et kujutuse 1.2.4 mé#dramispiirkond on (£4)2 + (¢2)2 < 1,£2 > 0 ja
muutumispiirkond on (n!)? + (%)% < 1,1? > 0.

Bolzano-Weierstrassi kriteeriumi jirgi S? on kompaktne muutkond. Seetttu S2
ei saa olla homdomorfne ruumiga E? ja seega S? on mittetriviaalne muutkond.
Seega, sfadri ei saa kata iihe koordinaadisiisteemiga! Seega, sfaér on iihelisidus,
kompaktne 2-muutkond.
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Niide 1.2.5. Meenutame, et poordpinnaks ruumis R? nimetatakse pinda, mis
saadakse joone v poétamise iimber telge abil. Néiteks, kui (yz)-koordinaattasandil
on antud joon v médratuna (ilmutamata) vorrandiga f(y, z) = ¢, kus selle joone
suvalise punkti korral kehtib y > 0 ja ¢ on reaalarv, siis selle joone pooramisel
iimber z-koordinaattelge tekib poordpind, mille vorrand on f(1/x2 + 32, 2) = c.
Kui joon on médratud parameetrilise vorrandiga v(t) = (y(t), z(t)), t € I, kus
y(t) > 0 iga parameetri t viartuse korral ja I C R, siis p66rdpinna parameetriline
vorrand on

r(u,v) = (y(u) cos(v),y(u) sin(v), z(u)), wu € I,v e |0,2n].

Tooriks (rongaspinnaks) 72 nimetatakse péérdpinna, mis tekib ringjoone poo-
ramisel imber telge. Kui, naiteks, ringjooneks on valitud tihikringjoon, mis asub
(yz)-koordinaatasandil ja mille keskpunkt on punkt koordinaatidega (0, 2, 0), siis
toori vorrand on tisna kohmakas

224+ y? + 22+ 3 =422 492,
voi saades lahti ruutjuurest
2+ yt + 2t 4 22%% + 22222 + 29222 — 1022 — 10y% + 622 +9 = 0.
Toori parameetriline vorrand on meeldivam
r(u,v) = (cosucosv + 2cosv,cosusinv + 2sinv, sinu), 0 <u,v < 27.

Tdestame, et toor T2 on 2-muutkond kasutades normaalvektorit nii, nagu on see
nédidatud joonisel 2. Mainime, et toor on sidus (kuid mitteiihelisidus!) kompaktne
ja mittetriviaalne 2-muutkond.
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Meenutame, et topoloogilist ruumi T nimetatakse normaalseks topoloogiliseks
ruumiks, kui suvaliste kinniste hulkade K, L C T korral leiduvad nende timbru-
sed U,V (lahtised hulgad K C U,L C V) nii, et U [V = (. Topoloogilist ruumi
T nimetatakse metriseeritavaks ruumiks, kui ruumi T saab teha meetriliseks
ruumiks varustades teda meetrikaga d nii, et ruumi T topoloogia on indutsee-
ritud meetrikaga d. Jargmine teoreem (ilma tdestuseta) kirjeldab topoloogilise
muutkonna topoloogiat (iildise topoloogia mottes):

Teoreem 1.2.6. Kui M on topoloogiline n-muutkond, siis M on lokaalselt si-
dus, lokaalselt kompaktne, normaalne, metriseeritav topoloogiline ruum, ja M on
loenduva kogumi kompaktsete alamhulkade tihend.

Topoloogilise muutkonna definitsioonis on tegelikult iiks niianss. Nimelt, meie
vabalt opereerime sellise moistega, nagu topoloogilise muutkonna dimensioon.
Muutkonna dimensiooniks meie nimetame mudelruumi R” dimensiooni n. Kuid
selleks, et dimensiooni maiste oleks korrektne, tuleb naidata, et arv n on iiks ja
sama iga muutkonna M punkti korral, sest, kui leidub punkt p € M ja selle iimb-
rus U, mis on hom6omorfne lahtise hulgaga U’ C R™, m # n, siis dimensiooni
moistes ei ole motet. Dimensiooni kiisimus on keeruline, ja selles kursuses meie
ainult mainime, et dimensiooni mdiste korrektsus tugineb Brouwer’i teoreemile

Teoreem 1.2.7. (Brouwer’i teoreem ruumi R™ piirkonna invariantsusest) Kui
U C R™ on ruumi R™ lahtine alamhulk ja ¢ : U — R™ on bijektiivne ja pidev
kujutus, siis alamhulga U kujutis V. = ¢(U) C R™ on lahtine hulk ja ¢ on
homéomorfism U ja V vahel.

Mainime, et piirkonna invariantsuse teoreemist jareldub, et lahtine hulk U C R"
ei saa olla homéomorfne lahtise hulgaga V' C R™ m < n.
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1.3. Muutkond rajaga. Kokkukleepimine ja lahtilcikamine
Poolsfaar ngo ja silinder C_'?l korgusega h, kus
C2 ={(z,y,2) ER®: 22 + 4> =1,0< 2z < h,h € R, },

on 2-muutkonna rajaga lihtsad néited. Lahtine poolsfaar S§3>0 ja lahtine silinder
C',QL, kus
C2 ={(z,y,2) ER®: 22 + 4> =1,0< 2z < h,h € R},
on 2-muutkonnad. Kui lahtist poolsfdari tédiendame ekvaatori punktidega (ek-
vaatoriks nimetame tihiksfaéri ja (z,y)-koordinaattasandi 16ikejoont ning tahis-
tame L), siis poolsfadr S%,, = S2., U L on kinnine hulk ruumi R? topoloogias.
Mainime, et ekvaatori L punktid moodustavad ithikringjoone, seega see on iihe-
dimensionaalne muutkond. Lahtist silindrit C’ﬁ tdiendame kahe ringjoone L1, Lo
punktidega, kus
Li={(z,y,2) : 22 +9y2=1,2=0} Ly ={(z,y,2): 22 +¢y%> =1, z=h}.

Silinder C_'}% = C,% \ULi1JL2 on kinnine punktihulk. Mainime, et Lq, Ly on
iihikringjooned, seega L; U Ly on homdomorfne 1-muutkonnaga S'(JS*. Ji-
relikult vaadeldud pindade korral tegemist on olukorraga, kus osa punkte moo-
dustab 2-muutkonna ja osa punkte moodustab 1-muutkonna. Sellist struktuuri

nimetame muutkonnaks rajaga ja kdesolevas punktis anname sellise struktuuri
definitsiooni.

Eespool toodud naitede iildistamiseks, defineerime ruumi R™ kaks alamruumi
H'™ ja OH™ jargmiselt:

H" = {z = (2',22,...,2") € R" : 2" > 0} C R™. (1.3.1)
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8H”:{1::(x1,x2,...,x") € R": 2" = 0}. (1.3.2)

On ilmne, et H"\OH"™ on n-muutkond, kuna suvalise punkti p € H"\9H" korral
leidub selle punkti {imbrus, mis on hom&éomorfne R™ lahtise hulgaga. Analoo-
giliselt 9H™ on ruumiga R™ homéomorfne (n — 1)-muutkond. Muutkonda O H™
nimetatakse H" rajaks.

Definitsioon 1.3.1. Topoloogilist ruumi M nimetatakse n-muutkonnaks ra-
jaga (manifold with boundary), kui M on Hausdorffi ruum lahtise topoloogia
loenduva baasiga ja suvalise punkti p € M korral on taidetud iiks ja ainult iiks
jargmistest tingimustest:

e leidub punkti p timbrus U C M ja homéomorfism ¢ : U — U’ selline, et
kehtib U' € H™ \ OH™,;

e leidub punkti p timbrus U ja homéomorfism ¢ : U — U’, kus U’ C H" ja
o(p) e U'(NOH™.

Kui punkt p rahuldab esimest tingimust, punkti p nimetatakse muutkonna M
sisepunktiks. Kui punkt p rahuldab teist tingimust, punkti nimetatakse muut-
konna M raja punktiks. A

Raja punktide hulka t&histatakse OM ja nimetatakse muutkonna M rajaks. On
voimalik néidata, et muutkonna raja M on (n — 1)-muutkond.

Muutkondi rajaga voib kasutada uute muutkondade konstrueerimiseks. Selleks
kasutatakse muutkondade sidusa summa moistet. Oletame, et M, N on n-muut-
konnad rajaga, kusjuures iga muutkonna raja on sidus ja rajad 0M,0N on
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Home Page

homo6omorfsed, st ¢ : M — AN on homéomorfism. Kaks punkti p € M,q € N
nimetame ekvivalentseteks ja tdhistame p ~ ¢, kui p € IM,q € ON ning q =

o(p).

Definitsioon 1.3.2. Olgu M |J N muutkondade tihisosata tthend. Muutkon-
dade M, N sidusaks summaks nimetame topologilist ruumi M |J N/~ (faktor-
ruumi topoloogiaga) ja tahistame MfN.

On voimalik néidata, et MfN on n-muutkond (ilma rajata). Néitame, kuidas
sidusat summat saab rakendada uute pindade konstrueerimisel. Kahe poolsfaéri
sidus summa on sfdér (vt joonis 3). Analoogiliselt kui moodustame silindri ring-
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Joonis 8: Kahe poolsfairi sidus summa on sfaari

joonte L, Lo sidusa summa, siis tulemuseks on pind, mida nimetatakse tooriks @z
voi rongaspinnaks ja tihistatakse T2 (vt joonis 4).

Jargmine konstruktsioon iildistab iilalpool kirjeldatud pindasid. Votame iihiks-
fadri S? ja loikame villja 2n (paaris arv) lahtist ketast (vt 15). Tekib 2-muutkond Quit
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Joonis 9: Toru otsade kokkukleepimine annab sooriku.

rajaga, kusjuures selle muutkonna raja on ringjoonte iithend. Niitid votame iihe
silindri, valime sfaéril kaks ringjoont, mis on tekkinud ketaste véljaloikamisel,
ja sfaari kiilge kleepime silindrit, samastades selle silindri raja ringjooni valitud
ringjoontega sfaaril. Kordame kirjeldatud protseduuri n korda. Konstrueeritud
pinda nimetatakse sangadega sfiiiriks ja tiihistatakse S2. Arv n on sangadega
sfaari liik.

Kaik iilalpool vaadeldud 2-muutkonnad on eukleidilise ruumi R? punktihulgad,
st S Cc R3,T? C R3, 52 c R3. Kui 2-muutkond asub kolmem&otmelises ruumis,
st ta on ruumi R? punktihulk, siis on loomulik ta nimetada pinnaks. Juhime ti-
helepanu sellele, et topoloogilise muutkonna definitsioonis ei nouta, et muutkond
oleks mingi ruumi RY punktihulk. Seega topoloogilise 2-muutkonna mdiste on
ildisem, kui pinna mdiste. Selles mottes voib 6elda, et pind on topoloogilise 2-
muutkonna erijuht. Kui 2-muutkond on konstrueeritud nii, et ta ei ole ruumi R?
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punktihulk (st muutkonna konstrueerimisel meie ei kasuta ruumi R?), siis tekib
huvitav kiisimus kas konstrueeritud muutkond on realiseeritav kolmemootmelises
ruumis asuva pinna abil? Teiste sonadega, kas leidub selline pind, et 2-muutkond
. . . SR . %
on homéomorfne selle pinnaga. Kui see on voimalik, siis 2-muutkonda voib sa-
mastada vastava pinnaga ja edaspidi nimetada pinnaks. Ulalpool piistitatud kii-
simus on tahtis 2-muutkonna 3D visualiseerimiseks.

Muutkondade konstrueerimiseks sageli kasutatakse faktor-ruumi moistet ja faktor- M
ruumi topoloogiat. Oletame, et tasandil R? on antud ruut D = [0,1] x [0,1].

Selle ruudu kiilgede punkte samastades, voime konstrueerida jargmiseid 2-muut-

kondasid: silinder, Mébiuse leht, toor, Kleini pudel (vt joonis 7). Juhime tahele- Close

panu sellele, et Kleini pudel on korrektselt defineeritud 2-muutkond, kuid meie
ei saa ta homoomorfselt sisestada ruumi R3, st Kleini pudelit ei ole voimalik
esitada pinnana ruumis R3. Topoloogiliste muutkondade klassis on viga téhtis
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orienteeritavate muutkondade alamklass. Orientatsiooni range definitsiooni an-
name hiljem ja selles punktis ainult seletame kvalitatiivselt, millist 2-muutkonda
nimetatakse orienteeritavaks. Kui pinna igas punktis on méaaratud ihiknormaal-
vektor (iihikvektor, mis on risti pinna puutujatasandiga selles punktis) nii, et
ithiknormaalvektor s6ltub pidevalt pinna punktist, siis vastavat pinda nimeta-
me orienteeritavaks. On ilmne, et sfiér, toor, silinder on orienteeritavad pinnad,
kuid Mobiuse leht ei ole.

Topoloogiliste muutkondade teoorias tsentraalne probleem on muutkondade klas-
sifitseerimine homdéomorfismi tédpsusega, st muutkonnad on ekvivalentsed, kui
nad on homéomorfsed. Topoloogiliste muutkondade klassifitseerimiseks kasuta-
takse topologilisi invariante. Muutkonna topoloogiliseks invariandiks voib olla
arv (Euleri karakteristik, Betti arvud), rithm (fundamentaalrithm, homotoopia-
rithm, homoloogia rithm, kohomoloogia rithm), poliinoom (Jones’i s6lmede polii-
noomid, neljamdotmeliste muutkondade Donaldsoni poliinoomid). Arvu, rithma,
poliinoomi nimetatakse muutkonna topoloogiliseks invariandiks, kui homéomorf-
sete muutkondade korral vastavad arvud on vordsed, rithmad on isomorfsed ja
poliinoomid on vordsed. Kui 6nnestub leida topoloogiliste invariantide komplekt
selline, et igale homdomorfsete muutkondade klassile vastab iiks ja ainult tiks
invariantide vaartuste komplekt, kusjuures erinevate klasside korral invariantide
vaartuste komplektid on ka erinevad, siis klassifikatsioon on téielik.

Dimensioonis iiks topoloogiliste muutkondade klassifikatsioon on tisna lihtne. Iga
sidus, kompaktne 1-dimensionaalne muutkond on homdomorfne ringjoonega S*.
Kui loobuda muutkonna kompaktsusest, siis ta on homéomorfne R. Jarelikult
kehtib
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Teoreem 1.3.3. Iga tihedimensionaalne sidus topoloogiline muutkond on homo-
omorfne kas iihikringjoonega S* (kui ta on kompaktne) voi R (kui ta on mitte-
kompaktne).

Topoloogiliste muutkondade klassifitseerimine dimensioonis kaks on veidi keeru-
lisem ja tugineb topoloogilisele invariandile. Kui topoloogiline 2-muutkond M on
homdomorfne p sangaga sfadriga, siis arvu p nimetatakse muutkonna M liigiks
(geenuseks) (genus). Osutub, et liik (geenus) on muutkonna topoloogiline inva-
riant, st kui muutkonna M liik on p, muutkonna N liik on ¢ ja muutkond M on
hom6omorfne muutkonnaga N, siis p = ¢. Vastupidi, kui p # ¢, siis muutkond
M ei ole hombomorfne muutkonnaga N. Kehtib

Teoreem 1.3.4. Iga kompaktne, sidus orienteeritav 2-muutkond on homdomorf-
ne sangadega sfadriga ja selle sfadri sangade arvu nimetatakse topoloogilise muut-
konna litgiks. Kui 2-muutkondade liigid on vordsed, siis nad kuuluvad homdomorf-
sete muutkondade thte klassi ja, vastupidi, kui liigid on erinevad, siis vastavate
homdoomorfsete muutkondade klasside tihisosa on tihi.

Jarelikult kui 2-muutkond on
e kompaktne,
e joonsidus,
e orienteeritav,

siis sellise muutkonna korral on méiratud tema geenus ehk liik p > 0 ja geenus
madrab selliste muutkondade téielikku klassifikatsiooni. On voimalik toestada,
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et 2-muutkonna geenus on p = 0 parajasti siis, kui 2-muutkond on kompaktne ja
iihelisidus. Mainime, et kompaktset ilma rajata muutkonda sageli nimetatakse
kinniseks 2-muutkonnaks (closed manifold). Seega kehtib

Teoreem 1.3.5. Kompaktne tihelisidus 2-muutkond on homéomorfne ihiksfddriga.

(Every closed simply connected 2-manifold is homeomorphic to sphere S?)

Kui ei noua, et oleks taidetud viimane tingimus (orienteeruvus), siis 2-muut-
kondade klass laieneb, ja sellise klassi klassifikatsioonis kasutatakse projektiivset
tasandit, millest réddgitakse jargmises punktis. Siin tuleb mainida, et muutkon-
dade dimensiooniga n > 3 teooria on kaasaegse matemaatika iiheks tsentraalseks
valdkonnaks ja aktiivselt areneb, mis on pohjustatud sellega, et antud valdkond
on téhtis rakendustes (teoreetilises fiitisikas ja mehaanikas).

Lopetuseks rédagime Poincaré hiipoteesist. Prantsuse matemaatiku Henri Poi-
ncaré (1854 - 1912) hiipoteesi (1904) sonastus on jérgmine:

Iga kompaktne iihelisidus kolmemddtmeline topoloogiline muut-
kond on homdomorfne sfiaariga S°.Every closed simply connected
3-manifold is homeomorphic to sphere S3

Hiljem Poincaré hiipoteesiks hakkati nimetama tilalmainitud véidet suvalise n >
3 korral, s.t. iga kompaktne iihelisidus n-mootmeline topoloogiline muutkond on
hom&omorfne sfasariga S™, n > 3. Poincaré probleemi uurimine niitas, et selle
probleemi kolmemootmeline variant on koige raskem. Poincaré probleem dimen-
sioonis kolm oli lahendatud 2006. aastal ja see oli sensatsioon, millest kirjutati
koikides suurtes rahvusvahelistes ajalehtedes. Selle probleemi lahendusest ja G.
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Perelmanist, kes lahendas Poincaré probleemi, kirjutatakse kéiesoleva peatiiki
viimases punktis.

1.4. Projektiivne ruum ja Grassmanni muutkond

Eelmistes punktides meie négime, et topoloogilise muutkonna konstrueetrimise
iiheks meetodiks on vorrandite abil, nt sfadr. Selliste muutkondade klassi kuu-
luvad ka koik teist jarku pinnad ellipsoid, hiiperboolne paraboloid, tihekatte-
line hiiperboloid ja teised. Saab toestada, et kui funktsioon f : U — R, kus
U C R™ ! on funktsiooni mé#dramispiirkond, on heade omadustega funktsioon,
siis vorrandi f(z!,22,...,2") = ¢, kus ¢ on mingi reaalarv, lahendihulk ruumis
R"™*! on topoloogiline n-muutkond, mida nimetatakse funktsiooni f tasemepin-
naks voi hiiperpinnaks ruumis R”*!. Juhime téhelepanu sellele, et nii konstruee-
ritud muutkond on ruumi R™*! alamhulk, st asub vastavas ruumis, sest meie
algusest peale eeldame, et on antud eukleidiline ruum R™*!. Selle kohta 6eldak-
se, et muutkond on sisestatud eukleidilisse ruumi (hiljem anname sisestamise
ranget definitsiooni). Tasemepindade klass on iisna suur ja iiliopilastel sageli
jaab mulje, et sellega on lugu lopetatud. Tegelikult nii ei ole ja muutkondade
klass on laiem. Muutkondasid voib konstrueerida ka teisiti, abstraktselt ilma
oletuseta, et muutkond on eukleidilise ruumi mingi alamhulk. Kui muutkond on
juba korrektselt konstrueeritud ja meie naitasime, et see on toepoolest muut-
kond, siis jargmiseks sammuks voime proovida ta sisestada eukleidilisse ruumi,
st realiseerida pinnana eukleidilises ruumis. Kuid siin tuleb arvestada, et saadud
pinna ei tohi samastada muutkonnaga, kuna pind on muutkonna topoloogiline
mudel ja selle mudeli ehitus soltub sellest, mis moel me sisestame muutkonda
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eukleidilisse ruumi. Muutkonna kujutist ruumis R?® kasutatakse muutkonna vi-
sualiseerimiseks, kuid siin peame olema ettevaatlikud, kuna muutkonna kujutis
ruumis R3 soltub sellest, kuidas meie sisestame muutkonda R? (m&nikord see ei
ole isegi voimalik, nt Kleini pudeli voi projektiivse ruumi korral) ja kujutised on
monikord petlikud (vt joonis 8, kus muutkonnad on homéomorfsed, kuid joonisel
paistab, et ei ole).

Abstrakse muutkonna konstrueerimiseks kasutame projektiivset ruumi. Pro-
jektiivse ruumi moiste tekib projektiives geomeetrias, mis on omaette tahtis
kaasaegses matemaatikas, mitte ainult projektiivse ruumi tottu. Ajalooliselt pro-
jektiivse geomeetria rajaja oli prantsuse inseneer ja arhitekt Gérard Desargues
(1591-1662), kes publitseeris 1639. aastal teost Brouillon projet d’une atteinte
aux événements des rencontres d’une cone avec un plan', kus pani alust projek-
tiivsele geomeetriale. Raamatu lugemine oli iisna raske, kuna autor kasutas oma
terminoloogiat, mille terminid suures osas olid voetud taimeteadusest. Teose ti-
raaz oli vaike ja teos jai tundmatuks tolleaegsetele matemaatikutele. Isegi kaks
sajandit hiljem prantsuse matemaatik Michel Chasles, kes kirjutas monograa-
fiat geomeetria arengust, mitte midagi ei kirjutanud G. Desargues’ist. Huvitav
on see, et G. Desargues teose retsensent kritiseeris kasutatavat terminoloogiat
ja oma kriitika objektiks valis sona involutsioon, ja tanu tema kriitikale antud
termin jai matemaatikasse.

Projektiivse ruumi kirjeldust alustame ruumist R* 1. Votame kasutusele té-
histust R = R™F1\ {0} (ruum eemaldatud alguspunktiga, punctured space).
Kaks punkti z,y € Rngl nimetame ekvivalentseteks ja tédhistame x ~ y, kui

'Proposed Draft of an Attempt to Deal with the Events of the Meeting of a Cone with a
Plane
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leidub reaalarv t € R, # 0 nii, et
x=(zh2? .. 2"~y = (T o 2t =ty (1.4.1)

Kui tingimus (1.4.1) on téidetud, siis lithidalt seda tdhistame x = ty. Punkti
x € R™ ekvivalentsiklassi tihistame [z].

Definitsioon 1.4.1. Ekvivalentsiklasside hulka {[z] : + € Ri"'} nimetatakse
n-mootmeliseks projektiivseks ruumiks ja tahistatakse P™(R), st

P"(R) = {[z] : z € R7*'}. A
Ekvivalentsiklassi [z] nimetatakse projektiivse ruumi punktiks.

Kujutust 7 : RiT — P?(R) (nimetatakse projektsiooniks) méirame valemiga
m(x) = [z]. Projektiivne ruum muutub topoloogiliseks ruumiks, kui topoloo-
giat médrame jargmiselt: hulka U C P™(R) nimetame lahtiseks hulgaks, kui
a~Y(U) c Rg”rl on lahtine hulk ruumi R™*! topoloogias (projektiivse ruumi
topoloogiat iildises topoloogias nimetatakse faktorruumi topoloogiaks).

Lause 1.4.2. Projektiivne ruum P™(R) on joonsidus ja kompaktne topoloogiline
n-muutkond.

TGestus. Faktorruumi topoloogia omadustest jareldub, et definitsiooni 1.2.1
esimesed tingimused on tédidetud. Seega, jadb niidata, et P™(R) on lokaalselt
eukleidiline, sidus ja kompaktne. Lokaalselt eukleidilise struktuuri néitamiseks,
konstrueerime atlase. Olgu

Ui = {ls] € P"(R) : 2 = (a),2%,...., %, ...,2"1), i # 0} C P'(R).
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On ilmne, et U; definitsioon on korrektne. Tdepoolest, kui [z] on selline, et
punkti x ¢-s koordinaat on nullist erinev, siis ka selle ekvivalentsiklassi teise
suvalise punkti korral see tingimus on taidetud. Defintsioonist jéreldub, et U; on
P"(R) lahtine alamhulk suvalise i = 1,2,...,n + 1 korral, kusjuures {U; }**! on

projektiivse ruumi kate, st
n+1

P"R)= | U;
=1

Defineerime ¢; : U; — R™ jargmiselt:

1,2 i—1 i+l n+1
T T x x x
oi([z]) = (;, prR R el el AT e ) € R™ (1.4.2)
Kujutuse definitsioon on korrektne, kuna, kui y = (yl,yg,..'.,y”ﬂ) € [z] on
sama klassi teine punkt, siis leidub reaalarv ¢ # 0 selline, et y* = t 2’ ning
i) = (yi yj yi=l yitl yn+1)
(3 y - yz ) yz MR yz ) yz AR yz
tml tl,? tl,i—l tx’i"rl txn+1
= G e )
2l x2 pi—l i+l pntl
= (;7;, :1’/‘7; 3 aji g e e ey xi ),

st ¢;([z]) kujutis ruumis R™ ei soltu klassi [x] esindaja valikust. On lihtne ndida-

ta, et ¢; on bijektsioon, st peale kujutus ja injektsioon. Kui z = (2!, 22,...,2")
on R"™ suvaline punkt, siis
() ==z, o' =(zY2?... 271, 2" e Rg“.
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Jarelikult, ¢; on peale kujutus. Oletame, et [z], [y] € U;, [x] # [y], kuid ¢;([z]) =
¢i([y]) = z € R™. Viimasest jareldub, et

1 1 2 2 — il
A_E _ U s T Y 41T Y
_xz_yi’ _aji_yi" 2 T gt _yz’
+1 +1 1 1
i p _ yz+ i Tt _ yn+
o yi 9 eeey ot yi 2
ja seega A
{2
yk:;xk, k=1,2,....n+1.
Viimane valem néitab, et [z] = [y], mis on vastuolus oletusega. Jarelikult ¢; on

injektiivne ja seega ¢; on bijektsioon. Definitsiooni kohaselt,

¢i(z]) = (5 ([2]), 67 ([z]), - - ., 7 ([2])),

kus

1 i—1 xi+1

#l(la)) = 5, - 67 (o) = =, #illal) = =, 4} (le]) =

x xt

$n+1

zt
ja kujutuse ¢; iga komponent gZ)f on pidev funktsioon. Seega ¢; on pidev kuju-
tus ja analoogiliselt naitame, et poordkujutus ¢; ! on pidev. Jarelikult, ¢; on

homodomorfism ja P™(R) on topoloogiline muutkond atlasega {(U;, ¢;) ?:*11,

Kui kujutust 7= ahendame iihiksfisrile S* ¢ R™*!, siis kujutus = : S —
P™(R) on pidev ja peale kujutus. Toepoolest, suvalise punkti [z] € P™(R) korral

kehtib
m([2]) = {

X T x X

s e S,

[l ][ [l [l]]
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Kuna tihiksfaar on kompaktne ja sidus topoloogiline ruum, projektiivne ruum,
kui tihiksfaari pidev kujutis, ka sidus ja kompaktne. Sellega 16peb toestus. A

Juhime tdhelepanu sellele, et kasutades ruumi R™*! vektorruumi struktuuri,
meie voime projektiivset ruumi P™(R) kirjeldada ka jargmiselt: olgu x ruumi
R™*! nullvektorist erinev vektor ja [x] vektori x poolt tekitatud iihedimensio-
naalne alamruum, st [x] = {y € R*™! :y = tx,t € R}. Jirelikult, voime &elda,
et projektiivne ruum P"(R) on vektorruumi R"*! iihedimensionaalsete alam-
ruumide hulk. Samaviirselt, kasutades ruumi R™*! afiinse ruumi struktuuri,
voime Oelda, et projektiivne ruum P™(R) on alguspunkti labivate sirgete hulk.
Sellises ldhenemises projektiivse ruumi topoloogiat saab kirjeldada piltlikult: kui
U C R™! on lahtine hulk, siis alguspunkti libivate sirgete hulk, mille iga sirge
[ rahuldab tingimust [ (U # 0, on lahtine hulk projektiivses ruumis.

Uurime projektiivse tasandi geomeetrilist struktuuri. Projektiivse tasandi tahis-
tus on P?. Projektiivse tasandi punkt on kolmemdootmelise ruumi R? sirge, mis
labib alguspunkti. Olgu alguspunkt téhistatud O. Sirged, mis ldbivad alguspunk-
ti, moodustavad sirgekimbu KXo punktis O. Olgu ¥ tasand, mis ei 1dbi punkti
0. Kaik sirgekimbu Ko sirged jagunevad kaheks klassiks: iihes klassis on sirged,
mis Ioikavad tasandit ¥ ja teises on sirged, mis on paralleelsed tasandiga ¥. Kui
sirge 16ikab tasandit, siis ainult iihes punktis ja vastavat 16ikepunkti samastame
projektiivse tasandi punktiga. On ilmne, et tasandi ¥ igale punktile vastab iiks
sirge, mis 16ikab tasandit selles punktis. Seega projektiivse tasandi P? punkti-
de iiks klass on samastatud hariliku tasandi € punktidega. Kuid projektiivse
tasandi need punktid, mis on méaaratud tasandiga ¥ paralleelsete sirgetega, ei
ole esitatud punktidega. Selle probleemi lahendamiseks, tdiendame harilikut ta-
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sandit ¥ lisapunktidega. Kui L € Ko on sirge, mis on paralleelne tasandiga ¥,
siis iitleme, et sirge L maadrab tasandi ¥ ebapunkti voi lopmata kauge punkti
Ap, kusjuures sirge L 16ikab tasandit ¥ vastavas ebapunktis Ar. Postuleerime,
et tasandi ¥ ebapunktid moodustavad ebasirge voi lopmata kauge sirge lso, st
AL € ls. Tasandit T, mis on tdiendatud ebapunktiga ja ebasirgega, nimetatakse
projektiivseks tasandiks (tihistame nagu enne P?). Tasand ¥, mis labib punkti
O ja ei ole paralleelne tasandiga ¥, l6ikab tasandit ¥ ja l6ikejooneks on sirge.
On ilmne, et leidub iiks ja ainult {iks sirge, mis labib punkti O ja on paralleelne
tasandite T’ ja T loikesirgega. Seega projektiivse tasandi sirget voime samasta-
da kolmemootmelise ruumi tasandiga ja see on tliks-iithene vastavus. Mainime,
et ebasirget samastame tasandiga, mis on paralleelne tasandiga . Projektiivsel
tasandil suvalist kaks sirget loikuvad. Toepoolest kui sirged ei ole paralleelsed,
siis nad loikuvad harilikul tasandil. Kui sirged on paralleelsed, siis nad 16ikuvad
ebapunktis Ay. Siin me ndeme, et geomeetria téhtis mdiste intsidentsus ehk kuu-
luvus muutuub siimmeetriliseks projektiivsel tasandil. Kui punkt A asub sirgel
[ ja sirge [ 1dbib vastavat punkti, siis iitleme, et punkt A on intsidentne sirgega
[ (sirge [ on intsidentne punktiga A). Projektiivsel tasandil kehtib

Lause 1.4.3. Kui A, B on projektiivse tasandi suvalised erinevad punktid, siis
lerdub ks ja ainult iiks sirge [, millega nad on molemad intsidentsed. Kui lq,lo
on tasandi suvalised erinevad sirged, siis leidub ks ja ajnult iks punkt, millega
nad on molemad intsidentsed.

Mainime, et iilalpool somastatud véide ei kehti harilikul eukleidilisel tasandil.
See viide demontstreerib projektiivse tasandi (ruumi) duaalsuse printsiipi: kui
projektiives geomeetrias kehtib mingi vaide punktide ja sirgete kohta, siis kehtib
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ka duaalne vdide, kus sona "punkton asendatud sonaga "sirge"ja vastupidi.

Konstrueerime projektiivse tasandi topoloogilise mudeli. Selleks vaatleme iihiks-
fadri S2. Sirgekimbu Ko iga sirge L 16ikab iihiksfiiri kahes punktis, mida nime-
tatakse antipoodideks. Seega projektiivne tasand on hom6omorfne iihiksfaariga,
kus antipoodid on samastatud P? ~ S?/ ~. Niiiid votame kinnise poolsfari.
On ilmne, et projektiivne tasand on homdomorfne kinnise poolsfadriga, kus-
juures raja antipoodid on samastatud. Kui poolsfdéri projekteerime ekvaatori
tasandile, siis projektiivne tasand on homdéomorfne kinnise ketaga, kusjuures
ringjoone antipoodid on samastatud P2 ~ D/ ~.

Kéaesoleva punkti jargmiseks moisteks on Grassmanni muutkond. Grassmanni
muutkond on projektiivse ruumi iildistus. Olgu L vektorruumi R™ k-mootmeline
alamruum (kK < n) ja ruumi R™ kéikide k-mootmeliste alamruumide hulka té-
histame G*™(R), st

GP™(R) = {ruumi R™ k£ — mootmeliste alamruumide hulk , k < n}.
Erijuhul, kui & = 1 hulk G1"*(R) on projektiivne ruum, st G1*(R) = P"~1(R).

Lause 1.4.4. Hulk G*™(R) on sidus, kompaktne topoloogiline muutkond, mille
dimensioon on k(n — k), st

dim G*™(R) = k(n — k).

Definitsioon 1.4.5. Muutkonda G*"(R) nimetatakse Grassmanni muutkon-
naks (Grassmann manifold).
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Lause 1.4.4 toestus on analoogiline projektiivse ruumi korral antud tGestusega
(vt Lause 1.4.2). Meie nditame ainult tGestuse skeemi. Olgu My, ,(R) &k x n ristki-
likmaatriksite hulk. Kui suvalist maatriksit sellest hulgast samastada ruumi R*”
vektoriga, siis My, »(R) muutub topoloogiliseks ruumiks. Olgu A reaalarvuline
k x n ristkiillikmaatriks astakuga k, st rank A = k, ja selliste koikide maat-
riksite hulka téhistame rankymaatriksid. Kehtib rankymaatriksid C My, »(R).
On voimalik néidata, et rankymaatriksid on topoloogilise ruumi My, ,(R) lah-
tine alamhulk ja seega ka topoloogiline ruum alamruumi topoloogiaga. Olgu
aj, as,...,a; € R™ maatriksi A reavektorid ja [aj, ag, ..., a;] vastavate vektori-
te lineaarkate ehk vektorite poolt tekitatud ruumi R™ k-mo6otmeline alamruum.
Kujutust 7 : rankgmaatriksid — G*"(R) méidrame valemiga

m(A) = [a1,a9,...,ak].

Kui G € GLi(R) (regulaarsete k-ndat jarku ruutmaatriksite rithm), siis kehtib
m(G A) = w(A) suvalise A € rankgmaatriksid korral. Selle kujutuse abil hulgal
G*™(R) médrame topoloogiat jargmiselt: iitleme, et U C G*™(R) on lahtine,
kui selle hulga originaal 7=1(U) C rankgmaatriksid on lahtine. Saab niidata,
et nii defineeritud topoloogias G*™(R) on loenduva baasiga Hausdorfi kompakt-
ne ja sidus ruum. Seega, jadb néidata, et Grassmanni muutkond on lokaalselt
eukleidiline ruum.

Olgu A € rankpmaatriksid ja Ai, Ao, ..., Ay maatriksi A koik k-ndat jarku
alammaatriksid, mis on kuidagi jarjestatud. Kuna maatriksi astak on k, alati
leidub védhemalt iiks alammaatriks A;, kus 1 < [ < N, selline, et det(A4;) # 0.
Saab néidata, et alati leidub permutatsiooni maatriks P nii, et

APZ = (Al Al):
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kus A P; on maatriksite korrutis ja A; on maatriksi A k x (n — k) alammaatriks.
Olgu

Uy ={LeG"R): L=n(A),A € rankymaatriksid, det (4;) # 0}.

Kuna determinant on pidev funktsioon, siis tingimus det # 0 mé&rab lahtist
hulka. Seega U; € G¥™(R) on lahtine hulk ja |J,U; = G*™(R) (hulkade U
kogum on Grassmanni muutkonna lahtine kate). Defineerime kujutust

du(m(A)) = (b, ba, ..., by (n_k)) € RE®TH),

kus b; on kuidagi jarjestatud k x (n — k) matriksi A=' A; elemendid.

1.5. Fundamentaalrithm ja Euleri karakteristik

Topoloogilise muutkonna tahtsaks karakteristikuks on tema fundamentaalrihm.

Definitsioon 1.5.1. Pidevat kujutust ¢ : [0,1] — X", kus X" on n-mdootmeline
topoloogiline muutkond, nimetatakse parameetriliseks jooneks, mis ithendab sel-
le muutkonna punktid ¢(0) ja ¢(1).

Juhul kui ¢(0) = (1) parameetrilist joont ¢ nimetatakse kinniseks jooneks ehk
silmuseks. Oeldakse, et topoloogiline muutkond X" on joonsidus, kui suvaliste
punktide p, ¢ korral leidub parameetriline joon ¢ selline, et ¢©(0) = p, ¢(1) = q.

Definitsioon 1.5.2. Olgu ¢, % muutkonna X" parameetrilised jooned algus-
punktiga punktis p ja 16pp-punktiga punktis ¢, st ¢(0) = ¥(0) = p ja p(1) =
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(1) = q. Parameetrilised jooned ¢, 1 on homotoopsed, kui leidub pidev kujutus
H:[0,1] x [0,1] = X"

selline, et

kus0<t<1,0<s<1.

Kui ¢ ja 1 on homotoopsed jooned, siis kirjutame ¢ ~ . Definitsioonist j&-
reldub, et parameetrilised jooned on homotoopsed, kui leidub parameetriliste
joonte iiheparameetriline pidev parv selline, et antud parameetrilised jooned on
selle parve elemendid. Olgu p muutkonna X" mingi punkt ja S,X" silmuste hulk
punktis p, s.t. selle hulga element ¢ on parameetriline joon ¢ : [0, 1] — X" selli-
ne, et ©(0) = ¢(1) = p. On ilmne, et parameetriliste joonte homotoopia méaarab
ekvivalentsiseost silmuste hulgal S,X". Silmuse ¢ € S,X" poolt madratud ekvi-
valentsiklassi, kuhu kuuluvad koik temaga homotoopsed silmused, téhistame [¢]
ja ekvivalentsiklasside hulka tdhistame 71 (X", p). Ekvivalentsiklasside korrutise
anname valemiga

] - [] = [ * 9],

_ (21), kui
px v (1) _{ ¢(2f— 1),  kui

kus

~ o+
IAIA
EL\D\H

N~ O
IA IA
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Ekvivalentsiklasside korrutamine méérab hulgal 71 (X", p) rithma struktuuri (as-
sotsiatiivsus, iihikelement, poordelement). Selle rithma tihikelemendiks on [g,],
kus g,(t) = p, Vt € [0, 1]. Uhikelemendi t#histame [e,] = 1,,.

Definitsioon 1.5.3. 71(X", p) nimetatakse muutkonna X" fundamentaalriih-
maks punktis p.

Kui topoloogiline muutkond on joonsidus, siis muutkonna fundamentaalrithm
m1(X"™, p) ei soltu punktist p, st kui p, ¢ on joonsidusa muutkonna X" erinevad
punktid, siis 7 (X", p) ~ 71 (X", q) (isomorfsed rithmad). Jérgnevas eeldame, et
muutkond X" on joonsidus ja selle muutkonna fundamentaalrithma téhistame
lihtsalt 71 (X™).

Fundamentaalriihma tdhtsad omadused on jargmised:

1. kui topoloogilised muutkonnad X™ ja Y™ on homdomorfsed, siis nende fun-
damentaalrihmad 7 (X™) ja m1(Y™) on isomorfsed ehk

X" =Y = 1 (X") ~7m(Y");

2. 7r1(f)C” X Hm) ~ wl(DC”) X Wl(ym).

3. topoloogiline muutkond on iihelisidus parajasti siis, kui tema fundamen-
taalrithm on triviaalne, st koosneb ainult ihikelemendist.

Leiame iihikringjoone S! fundamentaalriihma 71(S'). Meenutame, et iihikring-
joon on joonsidus kompaktne {ithemootmeline muutkond. Ringjoon on méaaratud
vorrandiga x? + y2 = 1, kus z,y on tasandi ristkoordinaadid. Olgu A ringjoone
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punkt koordinaatidega (1,0) ja ¢ : [0,1] — S' mingi silmus selles punktis, s.t.
¥(0) = (1) = A. Olgu 7(t) ringjoone punkti ¢(¢) kohavektor. On ilmne, et 7(t)
on iihikvektor suvalise ¢ € [0, 1] korral. Kui ¢t = 0, siis 7(0) on punkti A koha-
vektor ja asub z-teljel. Kui parameetrit ¢ interpreteerida kui aega, mis muutub
nullist iiheni, siis vektorfunktsioon #(¢) méaarab kohavektori litkumist tasandil
ja see on kohavektori poorlemine iimber alguspunkti. Kohavektori poorlemine
imber alguspunkti masrab vastavat poordenurka, mida moodetakse kohavekto-
ri algasendist 7(0) (ajahetkel ¢ = 0 ta asetseb z-teljel) ja loetakse positiivseks
(negatiivseks), kui kohavektor poorleb vastupédeva (péripédeva). Poordenurk o
soltub ajast ¢t ja a(t) on pidev funktsioon. Funktsiooni «(t) graafik tasandil
koordinaatidega ¢, @ on pidev joon jargmiste omadustega:

e graafiku joon algab punktis (0,0),
e graafiku joon 16peb punktis (1,27k), kus k on téisarv,

e graafiku joon 16ikab a-teljega paralleelset sirget ¢ = ¢, 0 < ¢ < 1 ainult
ithes punktis.

Kehtib viide: kui silmuste 1,1’ poolt méairatud poordenurga funktsiooni graa-
fikud Iopevad (¢, «)-tasandi {ihes ja samas punktis, siis silmused v, on ho-
motoopsed. Arvestades, et graafikud alati I6pevad punktides (1,27k), kus k on
tiisarv, nieme, et igale klassile [¢)] € 71(S!, A) vastab iiheselt miiratud tdisarv
k ja kujutus [2)] — k on bijektiivne vastavus 1 (S, A) ja tiisarvude hulga Z va-
hel. Kui homotoopsete silmuste klassile [1)] vastab téisarv k ja klassile [p] tdisarv
[, siis klasside korrutisele [¢)] - [¢] vastab téisarv k + [, s.t.

W] =k, o]l =1 = [¥]-[p] = k+L
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Jarelikult ringjoone fundamentaalrithm on isomorfne taisarvude aditiivse riih-
maga m(S1) ~ Z.

_4‘171- _2‘7r 0 2‘7-(- 4"“_ @ Page 48 of 182 |

Joonis 2.
Go Back |
Arvestades fundamentaalrithma omadust 2 jouame jareldusele, et kahemootmelise
toori fundamentaalrithm on isomorfne otsekorrutisega Z x Z, s.t. 71 (T?) ~ Z x Z.
Kui p on kahemdotmelise sfidri suvaline punkt ja 1 : [0,1] — S? on mingi silmus B |
punktis p, siis 1) on alati voimalik pideva deformatsiooniga sfaéri pinnal kokku
tommata punktiks p. Jérelikult kahemootmelise sfddri fundamentaalriihm on
triviaalne, s.t. koosneb ainult iihikelemendist. Projektiivse tasandi fundamen-
taalriihm on isomorfne jiigiklasside (mod 2) riihmaga Zo, s.t. m (RP?) ~ Zo. Close |
Andmed iilalpool mainitud muutkondade fundamentaalrithmade kohta on koon-
datud jargmisse tabelisse
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Muutkond X™ Fundamentaalrithm 71 (X", p)
ringjoon S? Z
2-sfidr S? 1,
2-toor T2 Z x7Z
projektiivne tasand RP? Zy

Definitsioon 1.5.4. Kui topoloogiline muutkond X™ on lineaarselt sidus ja sel-
le muutkonna fundamentaalrithm on triviaalne, s.t. fundamentaalrithm koosneb
ainult ithikelemendist ehk suvalise punkti p € X" korral 7 (X", p) = 1,, siis
muutkonna X" nimetatakse tihelisiduseks muutkonnaks (simply connected ma-
nifold).

Tabelist jareldub, et kahemdotmeline sfadr on iihelisidus muutkond. Arvestades
ka seda, et kahemotmeline sfadr on kompaktne muutkond (tokestatud ja kinni-
ne ruumi R? alamhulk) voime Gelda, et kahemodotmeline sfiir S on kompakt-
ne thelisidus topoloogiline muutkond. Osutub, et samasugune vaide kehtib ka
korgemate dimensioonide puhul, s.t.

n-mootmeline sfadar S™, n > 2 on kompaktne thelisidus topoloogiline muut-
kond.

Proovime ettekujutada, kuivord tugevadeks kitsenduseks muutkonna kujule
on kompaktsuse ja iihelisidususe tingimus. Koige lihtsam on see 2-moGotmelise
muutkonna puhul, sest me saame toetuda oma geomeetrilisele intuitsioonile.
Kujutame endale ette pinda, mis on paigutatud Iopliku pikkusega servadega
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kuupi (kompaktsus) ja suvalist silmust sellel pinnal saab kokku suruda punk-
tiks pideva deformatsiooni abil (iihelisidusus). Geomeetriline intuitsioon fiitleb,
et selline pind peab olema topoloogiliselt ekvivalentne (homéomorfne) sfadriga.
Toepoolest, on voimalik nédidata, et kehtib jargmine teoreem:

Teoreem 1.5.5. Kui kahemaootmeline topoloogiline muutkond X on kompaktne
ja thelisidus, siis ta on homéomorfne 2-sfidriga S>.

Liithidalt nditame, milline on Teoreemi 2 toestuse skeem. Osutub, et kehtib
jargmine teoreem ([1]):

Teoreem 1.5.6. Suvaline kahemaotmeline kompakine lineaarselt sidus topoloo-
giline muutkond on homdomorfne tiihega jargmistest muutkondadest:

S%mT? SHTAT? .. 4T?  (m korda T?) m >0,
St nRP? = S?tRP*4RP?%.. 4RP? (n korda RP?) n > 1,

kus § on topoloogiliste muutkondade sidus summa.
On voimalik naidata, et

T (S24mT?) ~ Z°>™, (1.5.1)
m1(S?4n RP?) ~ Z" !X Zy, (1.5.2)

kus m > 0, n > 1. Valemites (1.5.1),(1.5.2) koik fundamentaalrithmad on erine-
vad. Niitid Teoreemist 3 ja valemitest (1.5.1),(1.5.2) jareldub, et kahemdotmeline
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kompaktne lineaarselt sidus topoloogiline muutkond X on iiheselt (homéomorfis-
mi tépsusega) madratud oma fundamentaalrithmaga. Teiste sonadega, kui muu-

tkonna X fundamentaalrithm on leitud (ta peab olema isomorfne valemites (1.5.1),(1.5.2)

esitatud rithmade iihe rithmaga), siis muutkond X on homéomorfne valemites
(1.5.1),(1.5.2) esitatud muutkondade vastava muutkonnaga. Néiteks, kui kom-
paktne lineaarselt sidus kahemootmeline topoloogiline muutkond X on thelisi-
dus, s.t. tema fundamentaalrithm on triviaalne ehk m(X) = 1, siis valemist
(1.5.1) jéreldub, et ta on homdomorfne sfidriga S? (m = 0). Sellega Teoreem 2
on toestatud.

1.6. Poincaré hiipotees

Prantsuse matemaatiku Henri Poincaré poolt 1904 aastal valja pakutud hiipotees
seisnes selles, et Teoreemi 2 vaide kehtib ka kolmemootmelise kompaktse iiheli-
siduse topoloogilise muutkonna puhul. Seega H. Poincaré hiipoteesi on voimalik
sonastada jargmiselt:

H. Poincaré hiipotees: iga kompaktne iihelisidus kolmemootmeline topoloo-

giline muutkond on homdomorfne sfiiriga S3.

Hiljem Poincaré hiipoteesiks hakkati nimetama tilalmainitud vaidet suvalise
n > 3 korral, s.t. iga kompaktne iihelisidus n-mootmeline topoloogiline muut-
kond on hom6omorfne sfaédriga S™, n > 3. Poincaré probleemi edaspidised uurin-
gud naitasid, et selle probleemi kolmemootmeline variant on koige raskem ja ta
on tdnasepaevani ei ole toestatud.
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Moo6dunud sajandi viiekiimnendate aastate 1Gpus ja kuuekiimnendate algul
saavutati olulist edu kompaktsete iihelisiduste muutkondade uurimisel, mis nai-
tas, et korgemate (n > 5) dimensioonidega muutkondade uurimine on mérk-
sa lihtsam, kui juhul n = 3 v6i n = 4. Siin pole midagi miistilist ja sele-
tub see asjaoluga, et iildiselt mingi muutkonna fundamentaalriihm on moo-
dustajate poolt tekitatud rithm, kusjuures rithma struktuur on méaratud seos-
tega moodustajate vahel. Need seosed konstrueeritakse kahemootmelise ketta
D = {p=(z,5) € R?: 22 + y? < 1} pidevate kujutustega antud muutkonda.
Ketase kujutised muutkonnas peavad olema iildise paiknemisega. Dimensioonide
5 ja korgem korral on meil piisavalt vabadust, et paigutada ketase kujutised nii,
et nad ei 16ikuks. Naiteks kolmemootmelises ruumis kaks iildise paiknemisega
sirget ei l6iku (kiivsirged). Paralleelsed voi l6ikuvad sirged ei ole iildise paikne-
misega. Samal ajal iildise paiknemisega tasand ja sirge kolmemootmelises ruumis
Icikuvad alati, tasandiga paralleelne sirge pole iildise paiknemisega. Dimensioo-
nide 3 ja 4 puhul vabadusaste aheneb, meil pole enam v6imalust eraldada tildise
paiknemisega kettasid nii, et nad ei 16ikuks ning see toob kaasa keerulise struk-
tuuriga fundamentaalrithmad.

Mo6dunud sajandi kuuekiimnendate aastate algusel S. Smale avaldas Poi-
ncaré hiipoteesi toestuse korgemate dimensioonide (n > 5 ) puhul ([2]). Varsti
peale seda toestas ka J. Stallings Poincaré hiipoteesi korgemate dimensioonide
puhul ([3]), kusjuures J. Stallingsi toestus tugines S. Smale’i meetoditest erine-
vatele meetoditele.

Hiljem selgus, et meetodeid, mida kasutasid S. Smale ja J. Stallings Poincaré
hiipoteesi toestamiseks korgemate dimensioonide puhul, ei saa rakendada nel-
jamootmelise Poincaré probleemi lahendamiseks. Kakskiimmend aastat hiljem
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seda, kui S. Smale ja J. Stallings lahendasid Poincaré probleemi korgemate di-
mensioonide puhul, s.t. 1981 aastal, ameerika matemaatik M. Freedman sonastas
ja toestas teoreemi, mis sisaldas neljamootmeliste kompaktsete iihelisiduste to-
poloogiliste muutkondade téieliku klassifikatsiooni ([4]). Selle klassifikatsiooni
abil on juba lihtne toestada Poincaré hiipoteesi neljamootmeliste muutkondade
jaoks. Enne M. Freedmani teoreemi sonastamist lithidalt kirjeldame topoloogilisi
moisteid, mida M. Freedman kasutas neljamootmeliste kompaktsete {ihelisiduste
topoloogiliste muutkondade klassifikatsiooniks. Uksikasjalik kirjeldus véljub an-
tud artikli piirist ja huvitatud lugeja voib leida vastavate moistete pohjalikuma
kirjelduse jérgmistes raamatutes [5],[6],[7].
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2. Ruumi R" diferentseeruvad struktuurid

2.1. Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus

Olgu U C R"™ ruumi R™ lahtine hulk ja f : U — R reaalviartustega funktsioon.
Oletame, et hulga U igas punktis p € U on maaratud funktsiooni f osatuletised

of of of

Oxl’ 9xz2’ " 9’
Kui funktsiooni f osatuletised on pidevad funktsioonid, siis funktsiooni f ni-
metatakse pidevalt diferentseeruvaks funktsiooniks (continuously differentiable
function) voi klassi C'! funktsiooniks. Pidevalt diferentseeruvate funktsioonide
hulka téhistame C1(U). Funktsiooni f : U — R nimetatakse diferentseeruvaks
funktsiooniks punktis p € U, kui leidub lineaarfunktsioon » ", bi(z'—p'),b; €R
selline, et funktsioon punkti p piisavalt viikses timbruses kehtib

fla) = fp) = 3oty bile® —p') _

lim = 0.
z—p ||z — pl|

Diferentseeruva funktsiooni samavaarne definitsioon on jargmine: funktsiooni
f : U — R nimetatakse diferentseeruvaks punktis p € U, kui leiduvad reaalarvud
b1,b1,...,by, punkti p iimbrus V C U ja funktsioon r(z,p) : V — R sellised, et

f(@) = f(p) + ) bie’ —p') + [lz = pl|r(z,p),

i=1
kus r(z,p) rahuldab tingimust lim,_., 7(x,p) = 0. Funktsiooni f nimetame di-
ferentseeruvaks hulgal U, kui f on diferentseeruv selle hulga igas punktis.
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Lause 2.1.1. Kui funktsioon f : U — R on diferentseeruv punktis p € U, siis f
on pidev funktsioon punktis p, punktis p on mddratud funktsiooni f osatuletised

ja
_of
- Ozt

b;

, t=1,2,...,n.
p

Seega, kui f on diferentseeruv punktis p € U, siis punkti p piisavalt viikses
imbruses funktsioon f on esitatav kujul

Of | (i i
5| (@ =)+ Il = pll (& p).

n
f@)=fp) +),
i=1
Funktsiooni f diferentsiaaliks punktis p nimetatakse avaldist

2 o

=1

(‘,ri - pz)v
p

mida tahistatakse df }p. Tahistades dz’ = 2* —p?, saame diferentsiaali klassikalise

kuju
df}p - Z aSL‘i

i=1

. " af .
dz' voi df = —dx’.
) x' voi df ;83:@ x

Lause 2.1.2. Kui funktsiooni f : U — R osatuletised on mddratud punkti p
umbruses ja nad on pidevad funktsioonid punktis p, siis f on diferentseeruv
funktsioon punktis p.
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Jérelikult kui f on klassi C'! funktsioon, siis f on diferentseeruv. Funktsiooni f :
U — R nimetame klassi C",r > 2 funktsiooniks hulgal U, kui selle funktsiooni
esimest jirku osatuletised on klassi C"~! funktsioonid hulgal U. Kui suvalise
naturaalarvu r € N korral funktsioon f : U — R on klassi C" funktsioon, siis
funktsiooni f nimetame siledaks (lopmata diferentseeruvaks) funktsiooniks hulgal
U (smooth function on U). Siledate funktsioonide hulka tahistame C'*°(U).

Kujutust a : I — U, kus I C R, U C R" ja a(t) = (z'(t),2%(),...,2"()),
nimetame siledaks (diferentseeruvaks, klassi C") parameetriliseks jooneks, kui
iga 2! : I — R on sile (diferentseeruv, klassi C") funktsioon hulgal I (kuna iga
2%(t) on iihemuutuja funktsioon, siis sileduse noue on samaviirne funktsiooni
o' mistahes jirku tuletise olemasoluga hulgal I). Eespool antud definitsioonis
I C R on kas vahemik (a,b) C R, poolloik [a,b), (a,b] voi 16ik [a,b]. Kui I on
16ik (voi poolldik), siis sileduse noue tahendab, et leidub vahemik (¢, d) ja sile
funktsioon 7’ : (c,d) — R sellised, et I C (c,d) ning aﬂl =2 Kuig:U — R
on sile funktsioon, siis g o« : I — R on sile funktsioon hulgal I. Igas punktis
to € I kehtib valem

dx’
afte) dt

d(go o) o 99
dt ‘t:to - Z ozt

%

: 2.1.1
e (2.1.1)

Valemit (2.1.1) nimetatakse ahelreegliks parameetriliste joonte korral.

Olgu p,q € U punktid. Punktide p, ¢ tihendavaks sirgloiguks nimetame para-
meetrilist joont pg : [0,1] — U, kus pg(t) = p+t(qg —p),0 < t < 1, st
z(t) = p' + t(¢* — p'). On ilmne, et pg on sile parameetriline joon. Lahtist
hulka U C R™ nimetame tahekujuliseks punkti p € U suhtes, kui suvalise punkti
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q € U korral punktide p, ¢ ihendav sirgloik kuulub hulka U, st Impg C U (siin
Im on tahistatud 16igu [0, 1] kujutis kujutuse pg korral).

Teoreem 2.1.3. Olgu U C R"™ tdhekujuline hulk punkti p € U suhtes, g : U — R
diferentseeruv funktsioon. Suvalise punkti x € U korral leidub 0 < 6 < 1 nii, et

Toestus. Teoreemi toestus tugineb ithemuutuja keskvadrtusteoreemi toestusele.
Toepoolest, téhistame §(t) = (gopz)(t),t € [0, 1]. On ilmne, et g on tthemuutuja
diferentseeruv funktsioon. Seega, kehtib iihemuutuja funktsiooni keskvéiartusteo-
reem, st leidub 0 < 6 < 1 nii, et

_ 49

30 -30 =] .

Arvestame, et §(1) = (gopz)(1) = g(px(1)) = g(x) ja analoogiliselt g(0) = g(p).
Kasutame ahelreeglit (2.1.1)

dg B dg dpz’
dtli=o ZZ: Ox' lpz(0) dt ‘tze'

Kuid ;
dpz’
dt

:a;i— 3 A
t=0 P
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Lause 2.1.4. Kui U C R" on punkti p suhtes tahekujuline hulk, g : U — R on
diferenteeruv funktsioon, mille osatuletised rahuldavad vorratust | ggfi] < K, kus
K on konstant, siis suvalise x € U korral kehtib

l9(x) — g(p)| < Kv/n ||z — pl|.

Toestus tugineb keskvaartusteoreemile js Cauchy-Schwarz vorratusele.

Selle punkti 16petuseks, meenutame analiiiitilise funktsiooni definitsiooni. Funkt-
siooni f : U — R nimetatakse analiiitiliseks funktsiooniks hulgal U, kui hulga
U suvalise punkti = korral leidub selle punkti iimbrus V' C U selline, et vasta-
vas Umbruses funktsiooni f Taylori rida koondub funktsioonile f. Analiiiitiliste
funktsioonide hulka t&histame C*(U). On teada, et C“(U) C C*°(U). Naiteks,
funktsioon )
et kuit >0,
h““‘{o kuit <0,
on lopmata diferentseeruv (sile), kuid punktis ¢ = 0 ta ei ole analiiiitiline funkt-
sioon. Funktsiooni h tuletised on méaratud suvalise ¢ € R korral ja nad on
pidevad funktsioonid

5 = oD p(t) kuit > 0,
0 kui t <0,

kus py,(t) on (n — 1)-astme t poliinoom, mida méératakse rekursiivse valemiga

pi(t) =1, ppsa(t) =2, (t) — (2nt — 1) pa(2).
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Tdestus baseerub valemil

o+

lim —e t =0, m=>0.

=0 e “ | »

Arendades funktsiooni h Taylori ritta punktis ¢t = 0 saame

2 ™0
> =0 RN

n=0

st Taylori rida punktis ¢ = 0 koondub null funktsioonile ja ei vordu A(t), kui

t > 0. Jarelikult, funktsioon h(t) ei ole analiiiitiline punktis ¢ = 0. |
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e iga ratsionaalfunktsioon %, kus P, () on poliinoomid, on analiiiitiline

funktsioon hulgal, kus nimetaja ei vordu nulliga.

Jarelikult, determinant on ruutmaatriksi elementide analiiiitiline funktsioon. Kui
vaatleme regulaarsete maatriksite rithma GL,(R), siis iga maatriksi korral ek-
sisteerib tema poordmaatriks ja poordmaatriksi iga element on lahtemaatriksi
elementide analiititiline funktsioon. Seda meie kasutame hiljem Lie riihmade
teoorias.

2.2. Kujutused ja Jacobi maatriksid

Kujutuseks F' : U — R™, kus U C R" on lahtine hulk, nimetame eeskirja,
mis igale punktile € U seab vastavusse tiheselt méédratud punkti F(z) €
R™. Iga i = 1,2,...,m korral defineerime funktsiooni 7’ : R™ — R valemiga
mi(xl, 22, ... ™) = 2'. Funktsioone f1, f2 ... f™ kus f' : U — R, f' = wio
F', nimetatakse kujutuse koordinaatfunktsioonideks. On ilmne, et kujutus F
on iiheselt miiratud oma koordinaatfunktsioonidega, st F' = (f1, f2,..., f™).
Mainime, et kui vaadelda ruumi R, kui vektorruumi, siis kujutust F : U — R™
voime nimetada vektorvaartustega funktsiooniks, nagu teevad moned autorid.
Meie siiski kasutame terminit kujutus. Uldisest topoloogiast teame, et kujutus
F' on pidev kujutus, kui selle kujutuse iga koordinaatfunktsioon on pidev.

Definitsioon 2.2.1. Kujutust F': U — R™ nimetame diferentseeruvaks (klassi
C1, klassi C", siledaks) kujutuseks, kui selle kujutuse koordinaatfunktsioonid
Y £2, ..., f™ on vastava klassi funktsioonid.
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Kui F on diferentseeruv kujutus, siis koordinaatfunktsioonide osatuletised on
méératud (nad ei pea olema pidevad) ja kujutusega F' assotsieerub m X n maat-
riks

aft aft
O(fLl f2.  fm ozl " Oxm
(xl,22,...,2") g i
ozl 1 Oxn

Maatriksit DF nimetatakse kujutuse F' Jacobi maatriksiks. Jacobi maatriksi
vaartust punktis € U tdhistame DF(x), see on arvmaatriks. Jacobi maat-
riks on funktsioonaalmaatriks, kuna tema elemendid on funktsioonid hulgal U.
Jacobi maatriksi elemendid on pidevad funktsioonid, kui kujutus F on klassi C!
kujutus. Kujutuse diferentseeruvusele voime anda teise sonastuse, mida meie
kasutame jargnevas.

Teoreem 2.2.2. Kujutus F': U — R™ on diferentseeruv punktis p € U parajasti
siis, kui leidub m xn maatriks A, mille elemendid on reaalarvud, punktist p soltuv
kujutus R : U — R™, kus R(x,p) = (r'(z,p),r*(z,p),...,7™(z,p)), selline, et
||R(z,p)|| — 0, kui x — p, ning suvalise x € U korral kehtib

F(z) = F(p) + A (z —p) + [l — pl| R(z, p). (2.2.2)

Kui sellised A, R(x,p) leiduvad, siis A on mddratud theselt ja ta on vordne
kujutuse F' Jacobi maatriksiga DF(p).

Maérkus: valemis (2.2.2) kasutatakse maatrikskorrutist, st teine liige on maatrik-
si A ja tiheveerulise maatriksi  — p korrutis ja kolmas liige on arvuga ||z — p||
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korrutatud uheveeruline maatriks R(z,p). Valemi (2.2.2) kuju koordinaatfunkt-
sioonides on jargmine

f'(@) = f'(p) + a5(2? —p’) + [lo — pl| 7" (2, p),

VOl :
Fit@) = £10) + 95 @ — ) + e — pll i, ).

Lause 2.2.3. Olgu U C R"™ punkti p suhtes tahekujuline hulk, F : U — R™ dife-
rentseeruv kujutus, mille koordinaatfunktsioonide osatuletised rahuldavad vorratust

\%] <Kigal<i<mjal<j<n korral. Suvalise x € U korral kehtib

|1F(z) — F(p)l| < K vnm ||z — pl|. (2.2.3)

Selle punkti 16petame ahelreegliga kujutuste kompositsiooni korral. Olgu F' :
U—-V cCcR"G:V — RF kus U C R®. On misratud kujutuste kompo-
sitsioon H = G o F : U — RF ja selle kompositsiooni koordinaatfunktsioonid
H(z) = (h'(x), h%(z),. .., h*(x)) avalduvad kujutuste F, G koordinaatfunktsioo-
nide kaudu jargmiselt

Ri(z) = ¢'(fi (), fA(z),..., " (x), i=12,... k.

Teoreem 2.2.4. Kui F' on punktis p € U diferentseeruv kujutus, G on punktis
q = F(p) diferentseeruv kugutus, siis H on punktis p diferentseeruv kujutus ja

DH(p) = DG(q) - DF(p). (ahelreegel kujutuste korral) (2.2.4)

Kui F on diferentseeruv hulgal U, G on diferentseeruv hulgal V', siis H on dife-
rentseeruv hulgal U ja valem (2.2.4) kehtib hulga U igas punktis.
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2.3. Ruumi R” puutujaruum

Diferentseeruva muutkonna esimeseks téhtsaks struktuuriks on tema puutuja-
ruum muutkonna punktis. Antud punktis kirjeldame ruumi R™ puutujaruumi
punktis p € R™. Selleks vaatleme kaks ldhenemist, esimene tugineb meie intuitiiv-
sele geomeetrilisele kujutusele, teine on abstraktne ja formaalne, kuid jargnevas
meie kasutame just teist ldhenemist, kuna ta osutub vaga kasulikuks puutuja-
ruumi tldistustes.

Olgu p € R” ruumi R™ mingi punkt koordinaatidega p = (p*, p?,...,p"). Ruumi
R™ puutujavektoriks punktis p nimetame paari X (p) = (p;v), kus p on ruumi
R™ punkt ja v = (v!,02,...,09") € R" on vektor. Puutujavektorite hulka punk-
tis p tahistame 7),(R™). On ilmne, et T),(R"™) on n-dimensionaalne vektorruum

vektorite liitmise ja arvuga korrutamise suhtes
X(p)+Y(p)=(p;v+w), AX(p)=(p;Av), (2.3.1)

kus X(p) = (p;v),Y(p) = (p;w). Vektorruumi T,(R") nimetame ruumi R"
puutujaruumiks punktis p. Puutujaruum on n-mootmeline vektorruum ja selle
ruumi vektoreid

Ei(p) = (p;e1), Ex(p) = (p;e2), --- , En(p) = (p;en),

nimetame puutujaruumi kanooniliseks reeperiks punktis p . Suvalise puutuja-
vektori X (p) € T,(R™) korral kehtib X (p) = > | v* E;(p).

Puutujaruum T,R"™ punktis p on eukleidiline ruum, kui puutujavektorite ska-
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laarkorrutamist méarame valemiga
< X(p),Y(p) >=<v,w >, (2.3.2)

kus X (p) = (p;v),Y (p) = (p;w) € T,R"™. Puutujaruumi 7,R" baas {E;(p)} on
ortonormeeritud baas, st

< Ei(p), E;(p) >= ;. (2.3.3)

Olgu € > 0 reaalarv ja
a:I. —» R a(t) = (X)), 2%(t),...,2"1)), I.={teR:|t| <€},

sile parameetriline joon selline, et ta libib punkti p = (p',p?,...,p"). Seega
a(0) = p voi koordinaatides x*(0) = p*. Joone a puutujavektoriks (kiirusvekto-
riks) punktis p nimetame ruumi R” puutjuavektorit

&(0) = (p; &(0),2%(0), ..., 3"(0)), &*(0) = CZZZ =0’

Kaks siledat parameetrilist joont «, 3 nimetame ekvivalentseteks, kui z¢(0) =
y*(0) ja £°(0) = 9'(0), kus

Joone « ekvivalentsiklassi tahistame [a]. Kujutus [o] — &(0) € T,(R™) on bi-
jektiivne. TGepoolest ta on injektiivne, kuna eeldusest [a] # [5] jdreldub, et
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&(0) # ((0). Niitame, et ta on peale kujutus. Toepoolest, kui on antud puutu-
javektor X (p) = (p;v), kus v = (v, v?,... v™), siis alati leidub parameetriline
joon «, mille puutujavektoriks on vektor X (p). Defineerime

at)=(p' +v' t,p? + o7t p" + "), [t <e

Seega « on sirge, mis ldbib punkti p, v on selle sirge sihivektor ja [a] — &(0) =
X(p). Jarelikult kujutus [o] — &(0) € T,(R™) on bijektiivne, vektorruumi
T,(R™) vektorid on iiks-itheses vastavuses punkti p ldbivate joonte kiirusvek-
toritega ja see oigustab termini puutujaruum kasutamist.

Olgu p € R™ ja C*°(p) selliste 1opmata diferentseeruvate funktsioonide hulk,
et iga funktsiooni f € C°°(p) médramispiirkond U C R” sisaldab punkti p.
Funktsiooni f € C*(p), f : D — R samastame funktsiooniga g € C*(p),g :
D’ — R jakirjutame f = g, kui leidub punkti p timbrus V selline, et V.C D,V C
D, f |V = g’v. Mainime, et iilalpool defineeritud funktsioonide samastamine
on ekvivalentsiseos ja funktsiooni f ekvivalentsiklassi nimetatakse funktsiooni
kasvuks punktis p (germ). Antud konspektis esitatud késitlus ei kasuta vastavat
moistet. Kui X (p) = > | v' Ei(p) € T,(R") on ruumi R” mingi puutujavektor
punktis p, siis seame temale vastavusse suunatuletise antud vektori suunas

p) - X% = Zv —’ —< X(p), Vi(p) >, (2.3.4)

9

Yt O
p

kus Vf(p) = (p; 2L

a : I — R" sile parameetriline joon, mis labib punkti p, st «(0) = p, ja selle

) on funktsiooni f gradient punktis p. Olgu
P
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puutujavektor on vektor X (p), st &(0) = X (p). Suvalise f € C°°(p) korral kehtib

” d(f o n ;0
Xp(f) - (fdt a)’tzo - Zv 852' p

, Xp:C%(p) =R

i=1
Jérelikult X seab igale funktsioonile f hulgast C°°(p) iiheselt méératud arvu
ja seega X on funktsionaal.

Niitid teine l&henemine puutujaruumi 7,(R™) puutujavektorile baseerub kuju-
tusel

n n
, 9
puutujavektor X(p) = ; V' E; (p) — X; = ; 1)1@ ‘p funktsionaal.
Uurime, millised on funktsionaali X; : C°°(p) — R omadused. Alustame hulga
C*°(p) algebralisest struktuurist. Kui f, g € C*°(p), siis defineerime summa f+g,
arvuga korrutist A\ f ja korrutist f g valemitega

(f+9)@) = fl)+g(2), (2.3.5)
Af) = Af(@), (2.3.6)
(f9)(x) = f(z)g(z). (2.3.7)

Saab néidata, et C°°(p) on assotsiatiivne iithikuga algebra tilalpool defineeritud
tehete suhtes, kus tihikelement on funktsioon 1(z) = 1. Kuna punkti p iimbruses
konstantsed funktsioonid kuuluvad algebrasse C*°(p) ja konstantset funktsiooni
voime samastada vastava arvuga (tema vidrtusega), siis reaalarvude hulk R on
algebra C°°(p) alamalgebra. Funktsionaalidel X7 : C°°(p) — R on jérgmised
omadused:
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o XpAf+pg) = X, f)+p(X,9), (lineaarsus)
o X;(fg)=(X;f)g(p)+ f(p) (X,g). (Leibnizi valem)

Definitsioon 2.3.1. Funktsionaali D : C*°(p) — R nimetame algebra C'*°(p)
derivatsiooniks punktis p, kui ta on lineaarfunktsionaal ja rahuldab Leibnizi va-
lemit. Algebra C*°(p) derivatsioonide hulka tdhistame D(p).

On ilmne, et suvalise puutujavektoriga X (p) tekitatud funktsionaal X kuulub
hulka D(p), st X,; € D(p). Derivatsioonide hulk D(p) on vektorruum iile R, kui
defineerida

(AD1+p D) f=A(D1f) + p(Daf),

kus \,u € R, D1,Dy € D(p), f € C*°(p). On lihtne veenduda, et kujutus
X(p) — X, on injektiivne lineaarkujutus 7),(R™) — D(p). Téepoolest, kui
X, =Y, st suvalise f € C*(p) korral X f = Y, f, siis vastavad puutuja-
vektorid on vordsed X (p) = Y (p), kuna vordsus peab olema tdidetud ka koordi-
naatfunktsioonide korral z?, st Xy = Yp*:ci, jarelikult X7 i =9l ja Y;,*xi = wt.
Seega, X (p) =Y (p).

Teoreem 2.3.2. Ruumi R" puutujaruum T,(R™) on isomorfne algebra f €
C>(p) derivatsioonide punktis p vektorruumiga D(p) ja antud isomorfism on
kujutus, mis seab igale puutujavektorile X (p) vastavusse tiheselt madratud suu-
natuletise X vektori X (p) suunas.

Lemma 2.3.3. Suvalise derivatsiooni D € D(p) vadrtus on null, kui funktsioon
f € C>®(p) on konstantne.
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TGestus. Kuna D on lineaarkujutus D : C*°(p) — R, piisab sellest, kui meie
toestame sellise konstantse funktsiooni korral, mille véartus on 1. Olgu f : U —
R, f’U =1,p € U. Teise omaduse tottu saame

Df =D(ff) = (Df) f(p) + f(p) (Df) = (Df) 1+ 1(Df) =2Df = Df =0.

Lemma 2.3.4. Olgu f : U — R, U C R" [opmata diferentseeruv funktsioon.
Kui p € U, siis leidub lahtine kera B,(p) C U ja lopmata diferentseeruvad
funktsioonid g : B.(p) — R,i=1,2,...,n nii, et

of

* 9'(p) = 5 )

o f(x) = f(p)+ i (2" —p')g'(x).

TGestus. Olgu r > 0 piisavalt viike arv, et lahtine kera B, (p) on U alamhulk.
Selle kera igas punktis x € B, (p) kehtib valem

f(x)=f(p)+/oljt(f(p+t(x—p))) dt.

Integraali all asuva tuletise vGime kirjutada kujul

d - Of dzt = Of
%<f(p+t(m—p))) - Zﬁxi el @) O _Zaxi

i=1 i=1

)

ptt (z—p)

Seega
1 af

=1+ w0 [l

ptt (z—p)
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Tahistame

dt.
p+t (z—p)

. 1y
g’(w)Z/O 89{2’

Kuna f on I6pmata diferentseeruv, parameetriline joon p+t (z—p) on ka l6pmata

diferentseeruv, siis parameetritest 2!, 22, ..., 2" soltuv integraal on ka lopmata,
diferentseeruv funktsioon.On ilmne, et g*(p) = g JJ; . A
P

Toestus. Teoreemi toestuseks niitame, et suvalise derivatsiooni D € D(p) korral
leidub puutujavektor X, selline, et D = X7, st suvalise funktsjooni kprral D f =
X, f. Konstrueerime puutujavektori jargmiselt: defineerime v* = Dz, kus z' on
koordinaatfunktsioonid ning

. 9
Xp=) v'Ep—Xy=) o o7 I
- .

2

Niitid kasutame Lemma 2.3.4. Funktsiooni f esitame kujul

n

fl@)=f)+> (@' —p')g'(z), =€ B(p).

g=1l
Kehtib
Df = D(f +Z (z' —p%)) g'(p) + 0 Dg'],
kus of
D(f(p)) =0, D(z" —p') =", g'(p) PR

Home Page

Page 69 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit


http://sites.google.com/site/globalanalysisut/

Seega

Df = Z 8x’

Seega, meie niilid voime puutujaruumi 7),(R"™) samastada algebra C*°(p) deri-
vatsioonidega. Teiste sonadega, meie néitasime, et iga derivatsioon on esimest
jarku diferentsiaaloperatoor konstantsete kordajatega ja muid derivatsioone ei
ole. Mainime, et

*
Xif. A

0

Ei(p) — E}, = —

Z( ) up T &ﬂ p

Jargnevas meie samastame puutujavektori temale vastava diferentsiaaloperaa-
toriga js seepdrast tarni jatame ara, st

X() =Y v'ar]

=1

0
al’i D

Ei(p) =

Mdrkus 2.3.5. Meenutame, et ruumi R” puutujaruum 7,R" on eukleidiline ruum
skalaarkorrutamise < , > suhtes, kusjuures baas { F;(p)} on puutujaruumi 7,R"
ortonormeeritud baas. Seega

0

< —
ox*

?
B, >=< Eil). Bi(p) >= 3. (2.3.8)

Mirkus 2.3.6. On huvitav mainida, et toestatud isomorfismis 7},(R™) ~ D(p)
funktsioonide klassi sileduse ndue (selle punkti teoreemis ja lemmades koik funkt-
sioonid on siledad) on oluline. Osutub, et kui vaadelda klassi C" funktsioone, siis
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eespool kirjutatud isomorfism enam ei kehti. Sel juhul C”(p) on endiselt algebra,
kuid derivatsioonide ruum D(p) on laiem ja sisaldab mitte ainult suunatuletisi

(ve [12]).

Olgu F' : U — R™ klassi C'*° kujutus, st sile kujutus. Olgu o : I — U, [ C
R parameetriline joon, kus a(t) = (z!(t),2%(t),...,2"(t)), 2i(t) € C®(I) ja
a(0) = p € U. Kujutus F tekitab parameetrilist joont @ = Foa : I — R™,
mis l&bib punkti F(p), st &(0) = F(p). Olgu &(0) = X, € T,(R"). Defineerime
kujutuse F' diferentsiaali sellisel kujul, mis ei s6ltu koordinaatidest.

Definitsioon 2.3.7. Kujutuse F' differentsiaaliks punktis p € U nimetatakse
kujutust DF), : Tp(R™) — Trgy(R™), mida médratakse valemiga

do d(F o)
DE,(X,) =2 —#r°v)
p(Xp) dt li=o0 dt  li=o

Koordinaatides kehtivad jargmised valemid: kui ruumi R” koordinaate tdhista-
da y' 92, ...,y™ ja X, = (pol,0?, . 0", F = (fL 2. f™), DE,(X,) =
(F(p);wh,w?, ... w™) = Yr(p), siis

aft

wh = B pvi = DFE!(p) ',
4

oyr’

YF(p) - XP(fM)

kus DF(p) on kujutuse F' Jacobi maatriks.
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2.4. Vektorviljad ruumis R”

Vektorvélja moiste on vaga tihtis diferentseeruvate muutkondade teoorias, kuid
selline moiste on tahtis ka rakendustes, nt teoreetilises mehaanikas ja fiitisikas.
Antud punktis vaadeldakse vektorvilju ruumi R™ lahtistel hulgadel.

Definitsioon 2.4.1. Vektorvaljaks lahtisel hulgal U C R™ nimetatakse kujutust
X :p— X(p) € T,(R"), mis seab hulga U igale punktile p vastavusse iiheselt
méadratud ruumi R™ puutujavektori X (p) € T,(R™).

Olgu X (p) = (p;vt,v?,...,v™) mingi ruumi R™ puutujavektor punktis p € U.

Kehtib . .
X(p) = Zvi Cisp = Zvi 8i'i

Ulalpool antud definitsioon niitab, et vektorvili X mésrab U igas punktis ruumi
R" puutujavektori, seega vektorvilja X korral koordinaadid v!,v?,...,v" on
hulga U muutuva punkti € U funktsioonid, st f!(x), f?(z),..., f*(x), kus iga
funktsiooni f? mé#dramispiirkond on U ja x = (z!,22,...,2") € U. Valemist
(2.4.1) jareldub, et vektorvili kuju koordinaatides on

(2.4.1)

p

n n
: )
X=> X'(x)e; = ZXZ(;U)(%Z., (2.4.2)
i=1 i=1

kus e; on vektorvéli, mida méératakse valemiga e;(p) = e;;p, kus p € R™ on suva-
line punkt. Ruumi R” puutujavektorit X (p) nimetame vektorvilja X vaartuseks
punktis p.
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Definitsioon 2.4.2. Kui valemis (2.4.2) funktsioonid on l6pmata diferentseeru-
vad f' € C®(U), siis vektorvillja X nimetatakse siledaks vektorviljaks (smooth
vector field). Siledate vektorvéljade hulka téhistame D(U).

Kuna jargnevas tegeleme ainult siledate vektorvéaljadega, sageli sona sile ei kirju-
ta ja termin vektorvili tihendab sile vektorvili. Funktsioone f? nimetame vek-
torvélja koordinaatfunktsioonideks v6i komponentideks. Ruumi R igas punktis
p on madratud puutujavektorid

0 0 0
€1p=—=—=| ,€2p = =5 y-+-,Cnp = ——
Lp Ox! s 2p o2 P ) P or™ p7
janad moodustavad puutujaruumi 7;,(R"™) baasi. Seega, iga baasivektor e;,, méaa-
rab sileda vektorvilja e; ruumis R™ jérgmiselt e;(p) = ;. Seega vektorvéljad

0 0 0

= ﬁ,@Q = w,...,en = 63:”’

moodustavad ruumi R" puutujaruumi 7),(R™) baasi ruumi R™ igas punktis.
Definitsioon 2.4.3. Olgu Fi, Es,...,E, € D(U) vektorvaljad. Kui U igas
punktis p ruumi R™ puutujavektorid Ey(p), E2(p), ..., En(p) moodustavad puu-
tujaruumi 7),(R™) baasi, siis vektorvéljade peret {E1, Es,. .., E,} nimetatakse
reeperivdljaks (field of frames).

€1

Seega {e1, €a,...,e,} on reeperivili, mida jargnevas nimetame ruumi R" kanoo-
niliseks reeperiviljaks. Kui {Eq, Eo, ..., E,} on hulgal U méaratud reeperivéli,
siis suvalises punktis € U kehtib

Ei(z) = Z Ai(m) ej(x), (2.4.3)
J
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kus ruutmaatriksi A(z) = (Af(x)) elemendid on punkti z € U siledad funkt-
sioonid ja ruutmaatriks A(x) on U suvalises punktis = regulaarne maatriks, st
Va € U,Det A(x) # 0.

Definitsioon 2.4.4. Maatriksit A(z) nimetatakse dleminekumaatriksiks reepe-
rivaljalt {e1,eq,...,e,} reeperiviljale {E1, Eo, ..., E,}.

Reeperivili {E, Ea, ..., E,} hulgal U tekib siis, kui hulgal U on antud uus
koordinaadisiisteem. Toepoolest oletame, et lahtisel hulgal U on antud teine
koordinaadisiisteem uute koordinaatidega 2V 2%, ..., 2" . Uued koordinaadid
madravad kujutuse

¢:peU— (z"'(p), 2% (p),...,2" (p)) €V CR".

On ilmne, et kujutus ¢ on bijektsioon. Ristkoordinaadid x!, z2, ..., 2™ méiravad
kujutuse
Y:peU— (¢ (p),a*(®),...,2"(p)) € W CR™

Kujutuste kompositsioonid ¢pop™! : W — V, po¢p~! : V — W on teinetei-
se poordkujutused ja nad naitavad, kuidas iithed koordinaadid avalduvad teiste
koordinaatide kaudu. TGepoolest

_ -/ </
poyp LW =V, z¥ =z"(2l,2?,...,2"), (2.4.4)
_ . . / / ’
Yop LV oW, 2t =z'(zl,2?,... 2").
. ;! 7/ . o . o .
Funktsioone 2* = z* (z!,22,.. ., 2") nimetatakse dileminekufunktsioonideks koor-
. . . . ! ! /
dinaatidelt z!, 22, ..., 2" koordinaatidele =,z ,... 2™ .
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Definitsioon 2.4.5. Olgu V,W C R" lahtised hulgad. Kujutust ¢ : V. — W
nimetatakse difeomorfismiks (diffeomorphism), kui

e ¢ on bijektsioon,
e ¢ on sile kujutus,
e ¢! on sile kujutus.

Definitsioon 2.4.6. Kui hulgal U C R™ on antud kaks koordinaadisiisteemi
ol 22, jaxt 2., &, siis neid nimetatakse C°°-kooskdlalisteks koor-
dinaadisiisteemideks, kui iileminekufunkitsioonide z% = xll(xl, x?,...,2") poolt

méiiratud kujutus ¢ oy~ : W — V (2.4.4) on difeomorfism.

Uleminekufunktsioonide jaoks kasutame kompaktseid valemeid

Kujutuse ¢poypy™ : W — V, ai =z (2%) Jacobi maatriks on regulaarne n-jirku

ruutmaatriks A = (A?), kus

</ 3.%@
A} = Fye
Kujutuse 9o (b:l VoW, 2t = xz(x’/) Jacobi maatriks on regulaarne n-jarku
ruutmaatriks A = (4%), kus
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Kuna kujutused ¢po1~1, 19 0¢~! on teineteise poordkujutused, kehtivad valemid

' (2 (1)) = 27, 22" (2)) = . (2.4.8)
Diferentseerides esimest valemit 27’ jérgi saame ng
dx¥ Ozt

= AV A, = &Y.

oxt Oz p | >

Analoogiliselt teise valemi diferentseerimine #7 jargi annab

; ”
ox' Ox' Ao AT g
W% — Nty — Y5 Page 76 of 182 |

Seega A, A on teineteise poordmaatriksid, st A = A~L.

Koordinaadid 2,22, ..., 2" tekitavad U peal reeperivilja {E1,Eo,...,Ey}, P |

mis koosneb vektorvaljadest

Leiame tileminekumaatriksi Full Screen |

{61,62,. . .,€n} — {Ell,Eg/,. . .,En/}.

Olgu f(z',22,...,2") mingi sile funktsioon. Kui koordinaadid z',22,..., 2" Close |
asendame iileminekufunktsioonidega xi(xi/), siis saame uue funktsiooni f (372/) =
f(z'(z")). Kehtib

of _ oxt of(ai(a’))

ox" Oz or’ ’ e |
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Kuna see valem kehtib suvalise funktsiooni korral, voime kirjutada
0 oz’ 0 oz’ .

— = 71.7 = i.ei = A?/ei.

or'  9z¥ 9x'  Ox¥ ‘

Seega iileminekumaatriks on difeomorfismi o=t : V — W, 2t = z’(m’,) Jacobi

maatriks ja ta on difeomorfismi ¢poyp™t : W — V, R x’/(a;’) Jacobi maatriiksi
poordmaatriks.

Ey =

Olgu X € D(U) Vektorvah ja hulgal U on antud kaks koordinaadisiisteemi

b, 2%, ..., 2" ning ! 2%, ..., " Bsimene koordinaadisiisteem indutseerib ree-
perivéilja {el, €, ..., en} ja telne indutseerib {Ey/, Eor, ..., By}, kus
; oz’
E’L" = Aglei = W(il
x
Olgu

X = X'e; = X' Ey.
On lihtne naidata, et
oz’ X
Ox?
Antud valem naitab, et vektorvélja koordinaatfunktsioonid moodustavad kont-
ravariantse tensorvdlja.

X' =

Arvestades, et ruumi R" igas punktis p puutujaruum 7,(R™) on eukleidiline
ruum ja igas punktis p baas {e;;,} on ortonormeeritud baas, kehtib
0

0
<ep,ej >=< — ek (9 7 >= 513 (2.4.9)
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Jarelikult, kui

;0 0
X:;X axi’y_%:waxj’

kus X,Y on vektorviljad méaaramispiirkonnaga U, siis on méadratud vektorval-
jade skalaarkorrutis
<X Y >=> X'V,
i

ja see on lopmata diferentseeruv funktsioon hulgal U.

Definitsioon 2.4.7. Kui {E1, Es, ..., E,} on reeperivéli hulgal U, siis reeperi-
vélja poolt méadratud meetrikaks hulgal U nimetatakse siimmeetrilist ruutmaat-
riksit g, mille elemendid on

Gij =< Ei,Ej > .
Meetrika elemendid g;; on U koordinaatide siledad funktsioonid ja neid nimeta-

takse meetrika g komponentideks.

Ulesanne. Tasandi lahtisel hulgal U = R? \ {L}, kus L on z-koordinaattelje
mittenegatiivne pool (alguspunktist lahtuv kiir) on médratud ristkoordinaa-
dististeem x,y ja polaarkoordinaadisiisteem r, 0, kus tileminekufunktsioonidest
moodustatud difeomorfism on

(r cosf,r sinf) : (r,0) € D — (z,y) € U,
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kus D = {(r,0) : » > 0, 0 < 6 < 2w} C R2. Ristkoordinaadid tekitavad
kanoonilist reeperivilja

0 0
{61 = %762 = (97y}7

ja polaarkoordinaadid tekitavad reeperivélja

0 0

{El = a,EQ = %}

Leidke iileminekumaatriks reeperiviljalt {ej, ea} reeperivéljale {Eq, Fs}. Leidke
reeperivilja {E1, E2} poolt tekitatud meetrika g.

Ulesanne. Hulgal U on antud kaks koordinaadisiisteemi z!,z2,..., 2" ning

#V' 2%, ..., 2". Esimene koordinaadisiisteem indutseerib reeperivilja {E;} ja
teine indutseerib reeperivilja {Ey }, kus

oxt

i
E’i/ = Ailei = Wel

Reeperivili {F;} tekitab meetrikat (g;;) ja reeperivdli {E;} tekitab meetrikat
gy Néidake, et
oz 0z7
girjr = W@ng
Antud valem néitab, et meetrika komponendid moodustavad 2-korda kovariantse
tensorvalja.
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Vektorvili X médrab teisenduse X : C*°(U) — C*°(U), kui suvalise f € C*>(U)
korral defineerime

Xf=) X' =. 2.4.10
=1

Kuna valemi (2.4.10) parempool on siledate funktsioonide korrutiste summa, siis

X f on sile funktsioon ja definitsioon on korrektne. Uurime vektorvalja algeb-

ra vaatekohalt. Selleks meenutame, et C°°(U) on assotsiatiivne kommutatiivne

ithikuga algebra. On lihtne ndidata, et suvalise vektorvélja korral kehtivad oma-
dused

o X(Af+pg) =AXf)+up(Xg), (linecaarsus)
e X(fg)=(Xf)g+ f(Xg), (Leibnizi valem)

kus A, 4 on reaalarvud ja f,g on siledad funktsioonid. Seega vektorvili X on
funktsioonide algebra lineaarteisendus, mis rahuldab Leibnizi valemit. Algebra
lineaarteisendust, mis rahuldab Leibnizi valemit, nimetatakse algebra derivat-
stooniks. Jarelikult, algebra seisukohalt vektorvdli on funktsioonide algebra deri-
vatsioon.

Milline on hulga D(U) algebraline struktuur? Osutub, et D(U) on moodul iile
funktsioonide algebra C'*°(U), kui vektorvéiljade summa ja korrutist funktsioo-
niga madrame jargmiselt:

X+Y)p)=Xp +Y(), @X)® =g X(p).
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Niide 2.4.8. Vektorvilja histi tuntud niiide on gravitatsioonivili. Olgu R? kol-
memdotmeline ruum ristkoordinaatidega x, ¥y, z ja ruumi R3 alguspunktis asub
keha massiga m. Lahtise hulga U = R?\ {0} C R? igas punktis p on méiira-
tud vektor, mis néitab, milline on selle keha poolt tekitatud kiilgetombejoud
(eeldusel, et punktis p asub keha massiga 1). Vektor on rakendatud punktist p,
suunatud alguspunkti poole, ja tema pikkus on ]‘;,—T, kus r on punkti p kaugus
alguspunktist (vt joonis 14) ja k on gravitatsioonikonstant. Ruumi R? ristkoor-

¥ 2 \A
‘ N
/\

3 X -p h

//‘

Joonis 14: Gravitatsioonivali
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dinaatides gravitatsioonivalja poolt tekitatud vektorvalja X kuju on

X = —km (952—1— 2—l—zg)
(22424 22)32 U ox y@y 0z/"

Definitsioon 2.4.9. Olgu X € D(U) vektorvili. Vektorvilja X integraaljooneks
nimetatakse (siledat) parameetrilist joont « : (a,b) — U, mis rahuldab tingimust

a(t) = X (a(t)). (2.4.11)

Kui a(t) = (a!(t),22(t),...,2"(t), X (z) = (z; X (z), X*(z),...,X"(x)), siis
tingimuse (2.4.11) kuju ruumi R™ koordinaatides on jargmine

') = X'(2'(),2°(t),...,2"
i?(t) = X*(z'(t),2%(t),...,2" (1)), (2.4.12)

") = X"(2'(t),2%(t),...,2"(t)).

Kui integraaljoon libib punkti p = (p!,p?,...,p"), siis peab olema tiidetud
a(0) = p vdi 21(0) = p’. Oletame, et vektorvili on antud ja meie eesmiirk on
leida selle vektorvélja integraaljoone, mis labib ette antud punkti p. Sellise in-
tegraaljoone leidmiseks tuleb leida diferentsiaalvorrandisiisteemi (2.4.12) lahend
(' (t), 2%(t),...,2"(t)), mis rahuldab algtingimusi 2°(0) = p’. Vérranduiiisteemis
X1 X2 ..., X" on antud funktsioonid ja z!(t),z2(t),...,2"(t) on tundmatud
funktsioonid. Meenutame diferentsiaalvorrandisiisteemi lahendi olemasolu teo-
reemi.
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Teoreem 2.4.10. Olgu

i = fi(t,z',2%,...,2"), i=1,2,...,n (2.4.13)

harilik diferentsiaalvorrandisiisteem, kus iga funktsioon f' on klassi C” funkt-
sioon lahtisel hulgal Ue = I x U, I = {t : |t| < €},U C R™. Iga x € U korral
leidub selle punkti imbrus V- C U ja 6 > 0 sellised, et

suvalise punkti p = (p*,p%,...,p") € V korral eksisteerib diferentsiaalvor-
randiststeemi (2.4.13) lahend

z'(t) = o' (t), 22(t) = $°(1), ... , 2" (t) = " (2), (2.4.14)
kus ©'(t) on klassi O™ funktsioonid vahemikul Is = {t : |t| < §};
lahend (2.4.14) rahuldab algtingimusi

©'(0) = p', ©2(0) =p?, ..., ¢"(0) = p"; (2.4.15)

iga p € V korral lahend (2.4.1/) on mddratud iheselt selles maottes, et, kui
funktsioonid @' (t) on diferentsiaalvorrandisiisteemi (2.4.13) lahend, mis
rahuldab algtingimusi (2./.15), siis funktsioonide @' (t) mddramispiirkond
on Iy C Is ja Qoi(t)‘[y = @i(t);

kuna iga p € V korral eksisterrib iks ja ainult iks lahend

{z'(®) = '(1), 2*(t) = ¥*(2), ..., 2" (8) = " (D)},
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on madratud funktsioonid
o't p', 0% p") I x V C R SR,

mis on klassi C” funktsioonid, st iga i korral ©'(t,p) € CT(I5 x V).
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Joonis 15: Vektorvilja integraaljooned

Néeme, et vektorvilja X integraaljoonte diferentsiaalvorrandisiisteem (2.4.12)
on siisteemi (2.4.13) erijuht, st vektorvélja koordinaatfunktsioonid ei s6ltu para-
meetrist ¢. Parameetrit ¢ tavaliselt nimetatakse ajaks, diferentsiaalvorrandisiisteemi
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(2.4.13) diinaamiliseks vorrandisiisteemiks ja selle lahendit litkumiseks. Diferent-
siaalvorrandististeemi (2.4.12) kohta Geldakse, et ta médrab keskkonna statsio-
naarset litkumist (kiirusvektorid ei soltu ajast). Seega, teoreemist 2.4.10 jareldub

Teoreem 2.4.11. Kui X on vektorvdli hulgal U C R", siis iga x € U korral
leidub x-i imbrus V' ja § > 0 sellised, et

o suvalise p € V korral eksisteerib ks ja ainult ks vektorvilja X (sile)
integraaljoon F(t) : Is — V', mis labib punkti p parameetri vaartusel t = 0,
st FI(0) = p;

e arvestades integraaljoone soltuvust punktist p, saame kujutuse F(t,p) : I5 %
V — U, mis on sile kujutus.

Kujutust F (¢, p) mdnikord nimetatakse vooks selles mottes, et integraaljoontega
on maaratud hulga V' punktide liikumine hulgas U, st punkt, mille asukoht aja-
hetkel ¢ = 0 on p, aja t jooksul nihkub punkti F'(¢,p). Selle liikumise trajektoor
on integraaljoon, ja liikumise hetkkiirus igas punktis on vordne vektorvilja X
vaartusega selles punktis.

Niide 2.4.12. Kolmemootmelises ruumis R? ristkoordinaatidega x,, z on an-
tud vektorvili

0 0 0
X:(y—i-z)a—x—i-(z—l—x)a—y—l—(x—l—y)ax.

Leiame vektorvalja X integraaljooned. Diferentsiaalvorrandisiisteem integraal-

(2.4.16)
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Joonis 16: Integraaljoonte voog
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joonte leidmiseks on

T = Y+ =z,
= z+uz, (2.4.17)
= Tr+y.

Lahendi otsime kujul z = ki e,y = koe, z = kseM. Asendades diferent-
siaalvorrandististeemi (2.4.17) saame lineaarvorrandisiisteemi

Ak —ky—ks = 0,
—k1+ ks — ks = 0, (2.4.18)
—k1 — ko + Nk3

Homogeensel lineaarvorrandisiisteemil on mittetriviaalseid lahendeid, kui tema
maatriksi determinant on null, st

A -1 -1
~1 XA —1|=X-3X-2=0. (karakteristlik vorrand)
-1 -1 A

Karakteristlikul vorrandil on jargmised lahendid Ay = 2, A9 = A3 = —1. Kui
A = A1 = 2, siis lineaarvorrandististeemi (2.4.18) astak on kaks (kaks s6ltumatud
vorrandit) ja lahend on k; = ko = k3. Seega, tdhistades Cy = k1 = ko = ks,
saame esimese lahendi

r=C1e%, y=Cie®, z2=Cre?.
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Analoogiliselt, kui A = Ay = A3 = —1, vorrandisiisteemi (2.4.18) astak on 1 (liks
soltumatu vorrand ky + ke + k3 = 0), ja lahend on

r=Coe™l, y=C3e7t, z2=(—Cy—C3)e". <« | >

Kuna tildlahend on eespool leitud lahendite summa, diferentsiaalvorrandisiisteemi
(2.4.17) ildlahend on

r = C1e®+ 0y e_t,
= Cre® +Cze, (2.4.19)

Yy
2t —t —t
z = (Cie*—Che " —(Cse *, Page 88 of 182 |

kus C1, Co, C3 on konstandid. Oletame, et integraaljoon labib punkti p = (p*, p?, p%),
st diferentsiaalvorrandisiisteem on siisteem algtingimustega,
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2(0) = p',y(0) = p*, 2(0) = p°.
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1 1 1
y = *(6% —€_t)p1 + *(€2t+26_t)p2 + *(6% _e—t)pf%,
3 3 3
R S SN L B e TS S B —ty .3
z—3(e e )p +3(e e )p +3(e +2e ") p°.

Vektorvilja X integraaljoon, mis 1abib punkti p, on leitud. Integraaljoonte voog
on kujutus F : R x R3 — R3, mille kirjutame maatrikskujul

F(t,p) = A(t) - p, (2.4.20)
kus
Fl(t,p) p!
F(t,p)=| F(t,p) |, p=| »* |,
F3(t, p) P’

1 1
At)= =G+ e 'H
()= 3¢% G+ ze U A,
kus
1 1 1 2 -1 -1
G = 1 1 1], H= -1 2 -1
1 1 1 -1 -1 2

Valem (2.4.20) néiitab, et integraaljoonte voog F'(t,p) méaarab iiheparameetri-
list (parameetriks on ¢) ruumi R? lineaarteisenduste peret (iga kolmandat jirku
maatriks méirab ruumi R? lineaarteisendust). Osutub, et maatriksite iihepa-
rameetriline pere A(t) on rithm, st kujutus A : t € R — A(t) € GL3(R) on
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homomorfism ehk kehtib A(t+7) = A(t)- A(7) ja A(0) = I, kus I on kolmandat
jarku iihikmaatriks. Toepoolest, on lihtne veenduda, et maatriksite GG, H korral
kehtib

G*=3G, G-H=H-G=0, H?=3H,

kust kohe jareldub A(t 4+ 7) = A(t) - A(7). Juhime tdhelepanu, et kujutus A
on sile, seega, A on sile joon rithmal GL3(R) ja teda nimetatakse GL3(R)-i
tiheparameetriliseks alamrithmaks (kommutatiivne).

2.5. Teoreem poordfunktsioonist

Definitsioon 2.5.1. Olgu U,V C R”" lahtised hulgad. Kujutust F : U — V
nimetame C"-difeomorfismiks (diffeomorphism), kui

e F’ on hom6omorfism;
e F on klassi C" kujutus;
e F~! on klassi C" kujutus.
Kui r = o0, siis kujutust F' nimetame difeomorfismiks.

Brouweri teoreemist jareldub, et lahtine hulk U C R"™ ei saa olla difeomorfne
lahtise hulgaga V' C R™, kui m # n. Teine mérkus seisneb selles, et definitsiooni
teisest tingimusest kolmas ei jéireldu, st kui F on klassi C7, siis F~! ei pea
olema sama klassi kujutus. Toepoolest, funktsioon fR — R,y = f(z) = 2° on
bijektsioon (kujutuse mottes) ja lopmata diferentseeruv, kuid péordfunktsioon
r=f"Yy) = /Y ei ole diferentseeruv punktis y = 0, kuna selles punktis tema

. 1 .
tuletis (¥/y) = PEm ei ole méératud.
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Niide 2.5.2. Olgu v = (v!,92,...,v") vektor. Kujutust F : R® — R F(z) =
z + v Vol
F(zl,2?,...,2") = (z! + b, 22 + 02, ... 2" + "),

nimetame paralleelliikkeks. On ilmne, et paralleeliike F' on bijektsioon, poid-
kujutus on F~!(z) = x — v. Paralleeliike F' on pidev kujutus, péérdkujutus F 1
on ka pidev, seega F' on homoomorfism. Jacobi maatriks on ithikmaatriks, st
DF(x) = I, seega F on sile kujutus ja tema poordkujutus o ka sile. Jarelikult
paralleeliike on difeomorfism.

Niide 2.5.3. Olgu A = (aj;) n-jérku ruutmaatriks. Defineerime kujutust F :
R™ — R” valemiga

n n n
1,2 n i i i
F(x,x,...,m):(g alix,g agix,...,g am-:c),
=il =1 =1

voi maatrikskujul F(x) = A-z. Kujutust F' nimetatakse ruumi R" lineaarteisen-
duseks. Lineaaralgebras ndidatakse, et regulaarse maatriksi A korral (det(A) #
0) kujutus F' on bijektsioon ja poérdkujutus F~!(z) = A~!.z. Lineaarteisenduse
Jacobi maatriks on A, st DF(z) = A, ja DF~!(x) = A~L. Seega, nii kujutus F,
kui ka poordkujutus on siledad kujutused, ja F' on difeomorfism.

Lause 2.5.4. Olgu U, V,W ruumi R"™ lahtised hulgad, F : U -V, G:V — W

peale kujutused ja H = GoF' : U — W nende korrutis. Kui kaks kujutust kolmest
F,G, H on difeomorfismid, siis kolmas on ka difeomorfism.

Teoreem 2.5.5. (Teoreem podrdfunktsioonist) Olgu W C R" lahtine hulk
ja F : W — R"™ klassi C" kujutus (r = 1,2,...,00). Kui kujutuse F Jacobi
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maatriks DF on requlaarne punktis p € W, st det (DF(p)) # 0, siis leidub
punkti p imbrus U C W selline, et V.= F(U) on lahtine hulk ja F : U — V on
klassi C" difeomorfism. Kui x € U,y = F(z) € V, siis kehtib

DF(y)= (DF(@)| _,_, )™

Jargnevas vektorviljade uurimisel sageli kasutame jargmist teoreemi:

Teoreem 2.5.6. (Eralduvusteoreem) Olgu F' C R" kinnine hulk ja K C R"
kompaktne hulk, kusjuures F (VK = (. Leidub lopmata diferentseeruv (st C*°-
klassi) funktsioon f : R™ — [0,1] selline, et

1 kwixe K,
ﬂ@{o kuiz € F.
TGestus. Meenutame, et funktsioon

1
“t kuit>0
ht)=1< ¢ ° ’
®) {0 kui t <0,

on lopmata diferentseeruv (sile), kuid punktis ¢ = 0 ta ei ole analiiiitiline funkt-
sioon. Suvalise t € R korral funktsiooni h tuletised on pidevad funktsioonid ja
on méaratud valemiga

A (t) = { pr(nt) h(t) kuit >0,

0 kuit <0,
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kus py,(t) on astme n — 1 poliinoom, mis on madratud rekursiivse valemiga
pi(t) =1, puar(t) = 2 p,(t) — (2nt — 1) pa(t).

Olgu B((0) lahtine kera raadiusega € > 0 ja keskpunktiga ruumi R"™ alguspunk-
tis. Olgu 6 = €/2. Kasutades funktsiooni h(t) konstrueerime sellise 16pmata
diferentseeruva funktsiooni g : R” — [0, 1], et

(z) = 1 kuix € Bs(0),
)=\ 0 kuiz e R™\ Bs(0).
Funktsiooni g defineerime valemiga
o) = AENED
h(€* — [lz|?) + A(|lx|]* — 6%)

(2.5.1)

Néitame, et g on sile funktsioon. Kui me niitame, et valemis (2.5.1) lugeja ja
nimetaja on siledad funktsioonid, kusjuures nimetaja on nullist erinev ruumi
R™ igas punktis, siis sellega meie nditame, et g on sile funktsioon. On ilmne, et
h(e? —||z||?) on sile funktsioon, kuna ta on siledate funktsioonide kompositsioon
(liitfunktsioon). Toepoolest, h(e? — ||z||?) = h o o(x), kus

o(z) =€ — (1) — (2?)2 — ... — (a2

Analoogiliselt saab néidata, et nimetaja on sile funktsioon, kuna ta on sileda-
te funktsioonide summa. Niiiid néitame, et nimetaja on nullist erinev igas R”
punktis. Kehtib

{ h(e? —|z|[) =0 kui||z]| > ¢,

h(|jx]2 = 62) =0 kui ||z|| <5 =§.
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Seega suvalise € R™ kehtib h(e? — ||z||?) + h(||z||* — %) # 0 ja g on sile funkt-
sioon. Niiiid, mittenegatiivsete reaalarvude hulka jaotame kolmeks alamhulgaks:
0<|lz|| <4, d <||z|]| <€ € <|lz|| < co. Antud jaotus on samavéérne ruumi
R™ jaotusega: x € B;s(0), x € B(0) \ Bs(0), R™\ B.(0). Kehtib

0<|jz|]| <d < x€Bs0) = h(|z|]?-6*) =0 g(z) =

d<||lz|]| <ee x € B(0)\ Bs(0) & 0<g(x) <1,
e<||z|]| < oo 2 €R™\ B(0) & h(e2 —||z|*) =0 g(z) =0.

Seega
[ 1 kuiz e Bs(0),
9(z) = { 0 kuiz eR"\ B.(0).
On lihtne veenduda, et suvalise p € R™ kehtib

i 1 kuiz € Bs(p),
g(z) = g(z —p) :{ 0 kuixGRz <)Be(p).

Niitid meenutame, et F' on kinnine ja K on kompaktne, kusjuures F (| K = 0.
Alati leiduvad punktid pi,pe,...,pn ja arvud €, €,...,enx (kus N on loplik)
sellised, et

€i

K c|JBs(pi), 6= o

1

(U Bq(pi)) ﬂF = (.

ja
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Olgu g; : R™ — R funktsioon eespool kirjeldatud omadustega, st

) — 1 kuiz € Bs;s(pi),
9 0 kuizeR"\ B (p;). “ | »

Funktsiooni f : R” — R madrame valemiga

fl@) =1-TY, (1 - gi(=)). < |

Kehtib f € C>*(R") ja

0 kuiz e F.

f(l'):{ 1 kuia:EK, A Page 95 of 182 |

Jareldus. Olgu U C R™, p € U ja f : U — R sile funktsioon. Leidub punkti p
timbrus V' C U ja sile funktsioon f* : R™ — R selline, et Go Back |

= 0.
F\U

fFlo=6H
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3. Diferentseeruvad muutkonnad ja
alammuutkonnad

3.1. Diferentseeruva muutkonna maoiste

Olgu M topoloogiline n-muutkond ja (U, ¢), (V,4) selle muutkonna lokaalsed
kaardid, kusjuures U (V' # (. Meenutame, ¢, on homdomorfismid. Kui p €
UV, siis on méaratud punkti p lokaalsed koordinaadid

o(p) = (@' (p),2%(p),...,2"(p)) €R",
v(p) = ' ®), ¥ D), --.y"(p) €R™ (3.1.1)

Kuidas punkti p tihed lokaalsed koordinaadid avalduvad teiste lokaalsete koor-
dinaatide kaudu? Kuna ¢, on homoéomorfismid, meil on méaaratud jargmised
kujutused:

Yol pU V)= w(U[\V), ¢ov ' :yp(U[\V)—¢U(V). (3.1.2)

On ilmne, et eespool defineeritud kujutused 1 o¢~!, po1p~! on ruumi R” lahtiste
hulkade ¢(U (V) ja ¥(U (V) homéomorfismid, kusjuures nad on teineteise
poordkujutused. Kirjutame komponentides:

Yoot = hi(zt,22,...,2"), i=1,2,...,n (3.1.3)
poypt = g'(y?, y,...,y”),izl,Q,...,n 3.1.4
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Jérelikult, iga i korral funktsioonid h?, ¢’ on pidevad funktsioonid ja kehtivad
samasused:

W (g' W), "W)., 9"W) = ¥, (3.1.5)
gi(hl(x),hQ(m),...,h"(m)) = 2t (3.1.6)

Meenutame, et funktsioone h?, g nimetatakse iileminekufunktsioonideks. Dife-
rentseeruva muutkonna idee seisneb selles, et topoloogilise muutkonna kaartide
abil konstrueerida atlase, mille kGik tileminekufunktsioonid on diferentseeruvad.

Definitsioon 3.1.1. Olgu (U, ¢), (V,1) topoloogilise n-muutkonna M lokaal-
sed kaardid. Kahte kaarti (U, ¢), (V, ) nimetame C*°-kooskolalisteks, kui tingi-
musest U [V # 0 jéreldub, et iileminekufunktsioonid h(z), ¢’(y) on lopmata
diferentseeruvad, st nad on klassi C°° funktsioonid ehk siledad funktsioonid.
Viimane tingimus on samavédrne sellega, et kujutused 1 o¢~1, po1)~! on ruumi

R™ lahtiste hulkade ¢(U (V) ja (U (V) difeomorfismid.

Definitsioon 3.1.2. Diferentseeruvaks struktuuriks voi C°°-struktuuriks (sile-
daks struktuuriks, smooth structure) topoloogilisel n-muutkonnal M nimeta-
takse lokaalsete kaartide kogumit U = {(Ua, ¢a)}, kui on taidetud jérgmised
tingimused:

i) U, Ua = M, st {Us} on muutkonna M kate;
ii) iga o, 8 korral lokaalsed kaardid (Uy, ¢a), (Us, ¢3) on C*>°-kooskolalised;

iii) kui (V,%) on topoloogilise muutkonna M lokaalne kaart, mis on C°°-
kooskolaline kogumi U iga kaardiga, siis (V, ) € U.
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Topoloogilise n-muutkonna M temal méaaratud diferentseeruva struktuuriga U
nimetatakse diferentseeruvaks (siledaks) n-muutkonnaks (smooth manifold).

Seoses eespool antud definitsiooniga, kerkivad jargmised kiisimused. Kas lei-
dub topoloogiline muutkond, millel ei ole voimalik konstrueerida diferentseeruva
struktuuri selle muutkonna lokaalsete kaartide abil? Teiste sonadega, kas lei-
dub topoloogiline muutkond selline, et temal ei eksisteeri tihtegi diferentseeruvat
struktuuri? On moeldav ka situatsioon, kus topoloogilisel muutkonnal eksisteerib
diferentseeruv struktuur ja isegi mitte ainult iiks, vaid eksisteerib mitu mitte-
ekvivalentset struktuuri. Need kiisimused on tadhtsad ja fundamentaalsed, kuid
rasked ja Ioplikut vastust veel ei ole. See on aktuaalne ja kiiresti arenev kaasaegse
matemaatika valdkond. Siin meie ainult mainime, et pikaajalise periodi jooksul
arvati, et topoloogilisel muutkonnal alati eksisteerib ainult iiks diferentseeruv
struktuur (difeomorfismi tépsusega). Suureks iillatuseks oli 1956. aastal ilmu-
nud J. W. Milnor’i artikkel ([!1]), kus ta niitas, et sfidril S7 eksisteerib mitu
erinevat diferentseeruvat struktuuri. Hiljem M.A. Kervair ja J.W. Milnor leidsid,
kui palju on mitteekvivalentset diferentseeruvat struktuuri sfaéril dimensiooniga
alates 5 kuni 16 (vt allpool asuvas tabelis).

Mitteekvivalentsete diferentseeruvate struktuuride arv m sfaaril S™

n(1{2|3[4|5|6| 7 |8]9|10| 11 |12 |13 | 14 15 16
m|[1[1[1]?[1]1[28|2|8|6 [992| 1|3 | 2 |16256 | 1

Kervair konstrueeris topoloogilist muutkonda dimensiooniga 10, millel ei eksis-
teeri iihtegi diferentseeruvat struktuuri. On huvitav mainida, et, kui n # 4,
siis eukleidilisel ruumil R™ on olemas ainult kanooniline (harilik) diferentsee-
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ruv struktuur, kuid dimensioonis 4 peale kanoonilist diferentseeruvat struktuu-
ri eukleidilisel ruumil R* eksisteerivad ka teised, kanoonilise struktuuriga mit-
teekvivalentsed struktuurid, neid nimetatakse eksootilisteks defirentseeruvateks
struktuurideks. Eksootilise diferentseeruva struktuuri olemasolu neljamootmelise
ruumi R* korral jéreldub S. Donaldsoni teoreemidest ([]) ja nende avastamine
oli suureks iillatuseks.

Tegelikult, lahtudes diferentseeruva muutkonna definitsioonist voib néidata, et
definitsiooni tingimused i ja i on olulised, kuid viimane tingimus (atlase mak-
simaalsus) on rohkem teoreetilise iseloomuga, st kui mingi atlas (kaartide arv
on 16plik) on konstrueeritud, siis muutkonna diferentseeruv struktuur on sellega
iiheselt maaratud, kuna meie voime formaalselt tdiendada konstrueeritud atlast
koikvoimalikute kaartidega.

Teoreem 3.1.3. Olgu M topoloogiline n-muutkond. Kui U = {(Ua, ¢a)} on
muutkonna M atlas, mis koosneb C°°-kooskalalistest lokaalsetest kaartidest, siis
muutkonnal M eksisteerib ks ja ainult iks diferentseeruv struktuur, mis sisaldab
atlast U.

Niide 3.1.4. Olgu E? eukleidiline tasand ristkoordinaatteljestikuga {O; e1, €2}
ja vastavatega ristkoordinaatidega x,y. Kui p on tasandi suvaline punkt, siis
on méadratud punkti p ristkoordinaadid x(p),y(p) ja, seega, meil on méira-
tud kujutus ¢ : E? — R2. On ilmne, et ¢ on homdomorfism (isegi isomeet-
ria). Seega, eukleidiline tasand on kaetud iihe koordinaadikaardiga (V,1)), kus
V = E% ¢(p) = (z(p),y(p)). ja Teoreemi (3.1.3) tottu meil on miiratud dife-
rentseeruv struktuur. Seega, E? on diferentseeruv muutkond.
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Olgu {O*; e}, €5} eukleidilise tasandi mingi teine ristreeper ja vastavad ristkoor-
dinaadid on z*, y*. Seega, meil on madratud teine koordinaadikaart (V, 1) euklei-
dilisel tasandil, kus V = E? ja 1 (p) = (z*(p),y*(p)). Juhime tihelepanu sellele,
et kaart (V1) erineb eespool defineeritud kaardist, kuna kujutused ¢ ja ¢ on
erinevad. Teame, et leidub nurk # nii, et

r = z*cosh—y*sind+ h!
y = z*sinf+y* cosh + h2
Jarelikult, iileminekufunktsioonid on 16pmata diferentseeruvad ja kaardid (V, ¢)

ja (V,1) on C*°-kooskolalised ja teine kaart kuulub esimese kaardi poolt méaa-
ratud diferentseeruvasse struktuuri.

Olgu U C E? eukleidilise tasandi lahtine alamhulk, kus U = E? \ L ja L on
punktist O lahtuv kiir. Olgu p € U, r punkti p kaugus punktini O, 6 nurk
16igu Op ja kiire L vahel (kiirt L poérame timber punkti O kellaosuti liikumisele
vastupidises suunas niikaua, kui ta iihtib 16iguga Op). Seega, meil on méaratud
koordinaadikaart (U, &), kus

£(p) = (r(p),0(p)) : U = R E(U) = {(r,0) : 0 <7 < 00,0< 0 <21} CR?

ja & on homoémorfism. On ilmne, et r(p),0(p) on punkti p polaarkoordinaadid.
Kui kiireks L valime z-telge, siis

x=1rcos, y=rsinb,

ja iileminekufunktsioonid néitavad, et kaart (U, ) on C*°-kooskdlaline kaardiga
(V, ®). Seega, tegemist on iihe ja sama diferentseeruva struktuuriga.

Home Page

Page 100 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit


http://sites.google.com/site/globalanalysisut/

Naide 3.1.5. On lihtne naidata, et diferentseeruva n-muutkonna M iga lah-
tine alamhulk U on diferensteeruv n-muutkond. Téepoolest, hulga U atlase
{(V*, ¢*)} konstrueerime jargmiselt: kui (V, ¢) on muutkonna M lokaalne kaart
selline, et V(U # 0, siis kaardi (V*, ¢*) defineerime valemitega

V' =V(\U, ¢*=¢

v

On ilmne, et {V*} on U kate, kaardid {(V*, ¢*}) on C*°-kooskolalised ja, seega,
meil on konstrueeritud diferentseeruv struktuur hulgal U, mille suhtes ta on
diferentseeruv n-muutkond.

Olgu A = (ai;) € My, »(R) ristkiilikmaatriks. Defineerime kujutust ¢ : My, ,(R) —
R*™ valemiga

¢(A) = (an,au, ce ey Q1,021,022 ... ,021, ... ,a;m).

Kujutus ¢ on bijektsioon, ja kasutades kujutust ¢, meie vGime defineerida hul-
gal My »(R) topoloogiat (mille suhtes ¢ on homéomorfism) ja diferentseeruvat
struktuuri, mis on méédratud iihe kaardiga (M, (R), ¢). Seega, My, ,,(R) on di-
ferentseeruv kn-muutkond.

Meenutame, et regulaarsete n-maatriksite hulk on
Gl(n,R) = {A € M,(R) : det(A) # 0}.

Determinant det : M,(R) — R on reaalvéértustega funktsioon n-jarku ruut-
maatriksite hulgal, kusjuures definitsiooni kohaselt ta soltub maatriksi A ele-
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mentidest a;; poliinomiaalselt, st

det(A) = Z (_1)p(0)a1i1a’2’i2 - Qnigy s

0ESh 4 44

kus o = (i1 42 ... i) on permutatsioon, p(o) on permutatsiooni paarsus ja Sy,
on n elementidest permutatsioonide rithm. Jarelikult, det on pidev funktsioon

ja Gl(n,R) C M, (R) on lahtine alamhulk. Kuna M,(R) on diferentseeruv n>- < >

muutkond, siis Gl(n,R) on ka diferentseeruv n?-muutkond. Seega,
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2

-muutkond.

Gl(n,R) on diferentseeruv n

Antud néide on téhtis selle parast, et Gl(n,R) on rithm, kus rithma tehteks on Go Back
maatrikskorrutamine. Seega, meil on kaks struktuuri, kus iiheks on diferentsee-
ruva muutkonna struktuur ja teiseks on rithma struktuur. Kui need struktuurid
on omavahel kooskdlas, st rithma tehe Gl(n,R) x Gl(n,R) — Gl(n,R) on di-

g ] g ag Full Screen
ferentseeruv kujutus muutkonna diferentseeruva struktuuri suhtes, siis Gl(n, R)
nimetame Lie riihmaks®.

Teoreem 3.1.6. Olgu M, N diferentseeruvad muutkonnad, dim M = m, dim N = i
n. Otsekorrutis M x N = {(p,q) : p € M, q € N} on diferentseeruv muutkond

*Marius Sophus Lie (1842 - 1899), Norra matemaatik, Iopetas Oslo iilikooli, kaitses dok-
torikraadi sama tilikooli juures
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dimenstooniga m + n, kusjuures diferentseeruv struktuur W on mddratud koordi-
nadikaartide kogumiga (U XV, px1), kus (U, ¢) on muutkonna M lokaalne kaart,
(V%) on muutkonna N lokaalne kaart ja ¢ X 1(p,q) = (¢(p),(q)) € R™+™,

Niide 3.1.7. On lihtne niidata, et iihikringjoon S* on iihedimensionaalne di-
ferentseeruv muutkond. Ulalpool esitatud teoreemist jéreldub, et toor T? =
St x S on diferentseeruv muutkond.

Naiide 3.1.8. Esimeses osas (néide 1.2.4) oli ndidatud, et sfadr on topoloogiline
iihelisidus kompaktne muutkond. Tegelikult sddr on diferentseeruv muutkond
(iihelisidus ja kompaktne). TGepoolest, sfaéri tileminekufunktsioonid kaartide
(S§3>07 ?3), (S§2>0, ¢3 ) korral on jirgmised

¢3 0 ()t =6 P =1-(E)2— (&),
kus
(Stso[1S22s0) = {EP+(E)? <1, & >0},
(8250 ) S22s0) = {0+ @*)? <1, v° > 0}. (3.1.7)

Uleminekufunktsioonid on diferentseeruvad eespool antud maéaaramispiirkonnas
ja, seega, sfadr on diferentseeruv muutkond. Tegelikult, see vaide kehtib suvalises
dimensioonis, st n-mootmeline sfadr on diferentseeruv muutkond.

Sfadr ja toor asuvad kolmemdotmelises eukleidilises ruumis R?. Kuna R3 on
diferentseeruv muutkond, siis sfadr ja toor on alammuutkonnad (definitsiooni
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anname hiljem). Uldiselt, ruumi R? diferentseeruvat 2-alammuutkonda nimeta-
takse pinnaks (surface) ja diferentseeruvat 1-alammuutkonda (kas R? voi R3)
nimetatakse jooneks (curve). Jooned ja pinnad on klassikalise diferentsiaalgeo-
meetria uurimisobjektid.

Niide 3.1.9. Projektiivne ruum P"(R) on diferentseeruv n-muutkond. On
voimalik ndidata, kasutades esimeses osas konstrueeritud atlase abil (harjutus-
tilesanne).

Niide 3.1.10. Grassmanni muutkond G*™(R) on diferentseeruv k(n— k)-muut-
kond. Néaidatakse eespool konstrueeritud atlase abil (harjutusiilesanne).

3.2. Diferentseeruvad funktsioonid muutkonnal

Topoloogilise muutkonna korral meil on maaratud selline moiste, nagu pidev
funktsioon topoloogilisel muutkonnal. Oletatavasti, diferentseeruva muutkonna
korral on méaaratud diferentseeruva funktsiooni moiste.

Olgu f funktsioon maaramispiirkonnaga Wy, kus Wy on diferentseeruva muut-
konna M lahtine alamhulk, st Wy C M. Seega, f : Wy — R. Olgu (U, ¢)
muutkonna M lokaalne kaart lokaalsete koordinaatidega ', 2?2, ... 2" selline,
et Wy (U # 0. Funktsioon f tekitab n-muutuja funktsiooni f=fop!, mille
maéadramispiirkond on ¢(W;(U) C R". Kehtib

f(p) = (=" (p), 2 (D), - -, 2" (p)) = f($(p)), p € Wi [U.

Jargnevas meie tahistame nii funktsiooni f, kui ka tema poolt tekitatud n-
muutuja funktsiooni f, ithe ja sama tahega f (funktsioon f on funktsiooni
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f avaldis kaardi lokaalsetes koordinaatides). Kui tegemist on kahe kaardiga
U,9), (V,), kus WUV # 0, siis vastava kaardi koordinaatidega niitame,
( 1 g

millise funktsiooniga tegemist on, st

Definitsioon 3.2.1. Funktsiooni f : Wy — R nimetame C*°-funktsiooniks (si-
ledaks funktsiooniks, diferentseeruvaks funktsiooniks), kui suvalise p € Wy korral
leidub muutkonna M lokaalne kaart (U, ¢) selline, et p € U () W} ja funktsioon

~

f = fo¢! on C>®-funktsioon ruumi R" lahtisel alamhulgal ¢(W; N U).

Mainime, et vastavalt meie tdhistustele 2 on nii muutuja, kui ka koordinaa-
difunktsioon, st kui koordinaadifunktsiooni teda méaaratakse valemiga z'(p) =
nlog(p) : U — R, kus 7°(¢*, ¢%,...,q") = ¢*. On ilmne, et iga koordinaadifunkt-
sioon on sile. Toepoolest, kehtib

izl 2?,...,2") = zlogl(zl,2?,...,2")

(r*op) otz 2?,...,2") = 2.
L&ahtudes definitsioonist voime naidata, et kehtivad omadused:

1. kui f: Wy — R on sile funktsioon ja V' C Wy on lahtine alamhulk, siis
f v on sile funktsioon hulgal V;

2. kui Wy = J, Ua ja iga o korral f on sile funktsioon hulgal Uy, siis f on
sile funktsioon hulgal W;.
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Definitsioon 3.2.2. Kujutust ¥ : W — N, kus W C M ja M,N on di-
ferentseeruvad muutkonnad, nimetatakse C'*°-kujutuseks (siledaks kujutuseks,
diferentseeruvaks kujutuseks), kui iga p € W korral leiduvad lokaalsed kaardid
(U,9),U C M,(V,4),V € N,p e U C W,F(p) € V,F(U) C V sellised, et
kujutus ¥ o Fo ¢! : ¢(U) — (V) on C*°-kujutus.

Teoreem 3.2.3. Olgu M diferentseeruv muutkond, I C M kinnine alamhulk,
K C M kompaktne alamhulk, F (K = 0. Leidub sile funktsioon f : M — [0,1]
selline, et hulga K igas punktis funktsiooni f wvadrtus on 1, st f(x) = 1, kui
x €K, ja F(x) =0 kuix € F.

Teoreem 3.2.4. Olgu U muutkonna M lahtine alamhulk, p € U ja f : U — R
sile funktsioon. Leidub punkti p imbrus V- C U ja sile funktsioon f*: M — R

sellised, et f*‘v =f ja f*‘M\U =0

Definitsioon 3.2.5. Kujutust F': M — N nimetatakse difeomorfismiks, kui
1. F' on homémorfism;
2. F on sile kujutus;
3. F~! on sile kujutus.

Oeldakse, et muutkonnad M, N on difeomorfsed, kui leidub difeomorfism F :
M — N.

Naide 3.2.6. Olgu R diferentseeruv muutkond hariliku diferentseeruva struk-
tuuriga, st U = R ja ¢ = idg. Téhistame ¢(t) = 7, kus t € R, 7 € U. Seega, T on
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kaardiga (U, ¢) médratud koordinaat. Olgu V = R ja ¥(t) = t3 = ¢. Jérelikult,
(V, ) on muutkonna R teine koordinaadikaart. Naitame, et kaardid (U, ¢), (V, )
ei ole C*®-kooskdlalised. TGepoolest, iileminekufunktsioon on ¢ oy~ : R — R
ja selle avaldus vastavates koordinaatides on 7 = o. On ilmne, et tilemineku-
funktsioon on homoéomorfism ja, seega, tegemist on iihe ja sama topoloogilise
muutkonnaga. Kuid funktsioon 7 = /o ei ole lopmata diferentseeruv (ta isegi
ei ole pidevalt diferentseeruv), kuna tuletis

a1

do 352
ei ole pidev funktsioon punktsioon punktis o = 0. Jarelikult, meil on kaks erine-
vat diferentseeruvat struktuuri iihel ja samal topoloogilisel muutkonnal R. On
ilmne, et antud néide on lihtne ja vastavad struktuurid on difeomorfsed (ekviva-
lentsed). TGepoolest, olgu F' : R — R kus R on R hariluku diferentseeruva struk-
tuuriga ja R on R teise diferentseeruva struktuuriga, F (t) = 3. Kirjutades kuju-

tuse F vastavates koordinaatides saame ¢o F o1 : 7 = F({o) = (o) =0,
mis nditab, et F' on difeomorfism.

Seega, tilalpool toodud néides iihel ja samal topoloogilisel muutkonnal on kaks
diferentseeruvat struktuuri, mis ei ole C'*°-kooskdlalised, kuid nad on isomorfsed.
Diferentseeruvate muutkondade teooria iiheks fundamentaalkiisimuseks on kiisi-
mus: kas iihel ja samal topoloogilisel muutkonnal (vl homdomorfsetel muutkon-
dadel) eksisteerivad erinevad mittedifeomorfsed diferentseeruvad struktuurid?

Lopetame iihe kriteeriumiga. Olgu M diferentseeruv muutkond, U C M lahtine
alamhulk, ¢ : U — R™ homoomorfism. Paar (U, ¢) on koordinaadikaart diferent-
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seeruval muutkonnal M parajasti siis, kui ¢ : U — V C R" on difeomorfism.
Jérgnevas meie nimetame paari (V, ¢~!) muutkonna M lokaalseks parametrisee-
rimiseks (inglise keeles kasutatakse terminit patch).

3.3. Kujutuse astak. Immersiooni moiste

Olgu N, M diferentseeruvad muutkonnad, F' : N — M diferentseeruv kujutus.
Olgu p € N, F(p) € M ja (U, ¢),(V,) lokaalsed kaardid vastavalt punkti p ja
punkti F'(p) timbruses, kusjuures F(U) C V. Kirjutades kujutuse F' vastavate
kaartide lokaalsetes koordinaatides, saame

A~

1 1 1 2
Yy = f($7$)"',

z"),
= fQ(xl,xQ,...,x”),
y* o= freh e e,
ehk
ya:fa(lbl,:EQ,...,x"), a=1,2,...,m,
kus

F=v¢oFo¢l:¢(U)CR"—¢(V)CR™

Definitsioon 3.3.1. Kujutuse F' astakuks punktis p € M nimetame kujutuse
F astakut punktis ¢(p) € R™ (Jacobi maatriksi DF(¢(p)) astakut) ja tahistame
rank F'(p).
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Seega, kujutuse F astak punktis p on Jacobi maatriksi DF' (o(p)) astak, st

ofe
oxt

rank F'(p) = rank (

¢(p)) '

On voimalik néidata, et kujutuse astak ei soltu punktide p ja F(p) lokaalsetest
koordinaatidest. Osutub, et kehtib jargmine teoreem (ilma toestuseta):

Teoreem 3.3.2. (Teoreem kujutuse astakust) Olgu N, M diferentseeruvad
muutkonnad, dimn N = n, dimM = m ja F : N — M diferentseeruv kujutus,
mille astak muutkonna M igas punktis on k < min (n, m). Muutkonna N suvalise
punkti p € N korral leiduvad punktide p € N, F(p) € M koordinaatimbrused
(U, ), (V ), F(U) CV sellised, et

e &(p) =1(0,0,...,0) (n-korda), ¥v(F(p)) = (0,0,...,0) (m-korda);

o fkujutuse F= o Fo¢™ ! kuju lokaalsetes koordinaatides on

o o(U)=Cl0),y(V)=CI0), kus e > 0 ja C*(0),C"™(0) on kuubid, st nt

C™(0) = {(z},22,...,2™) € R": |z}| < €}.

Teoreemist jareldub, kui F' : N — M on difeomorfism, siis dim N = dim M.
TGepoolest, oletame, et dim N # dim M, nt m < n. Sel juhul k¥ < min (n,m) =
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m < n. Olgu koordinaatiimbrused valitud nii, nagu teoreemis, siis kujutuse F
kuju lokaalsetes koordinaatides on

y1:xl7 y2:$27 AR yk:xk7 yk—‘rl :07 R ym:()
ja hulga ¢(U) kaikide punktide (0,...,0,z**1 ... 2™) kujutis on ruumi R™
alguspunkt, st F(0,...,0,zFF1, ... 2™) = 0. Siit jireldub, et F ei saa olla bijek-
tiivne isegi lokaalselt.

Definitsioon 3.3.3. Diferentseeruvat kujutust £ : N — M, kus N, M on dife-
rentseeruvad muutkonnad, nimetatakse immersiooniks (immersion), kui rank F' =
n = dim N. Diferentseeruvat kujutust F' : N — M nimetatakse submersiooniks
(submersion), kui rank FF = m = dim M. Kui F' on injektiivne immersioon,
mille abil kujutis N = F(N) € M on varustatud topoloogiaga (mille suhtes
F on homoomorfism) ja diferentseeruva struktuuriga (mille suhtes F' on difeo-
morfism), siis kujutist N C M nimetatakse muutkonna M alammuutkonnaks
voi immersiooni F' poolt tekkitatud alammuutkonnaks (submanifold, immersed
submanifold).

On ilmne, et immersiooni korral dim N < dim M ja submersiooni korral dim N >
dim M. Juhime téhelepanu sellele, et sisestatud alammuutkonna struktuur sdltub
nii NV, kui ka F', ja N iildiselt ei pea olema M topoloogiline alamruum.

Niide 3.3.4. Olgu N = R, M = R3. Kujutust F' : R — R? miratakse valemiga

F(t) = (cos 27t,sin 27t, t).
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Kujutuse astak on konstantne ja on vordne 1. Seega, F' on immersioon. On
lihtne veenduda, et F on injektiivne immersioon, seega kujutis F(R) C R? on
alammuutkond, mida nimetatakse kruvijooneks(helix) (vt joonis 17).
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Niide 3.3.5. Olgu N = (1,400), M =R% F: N — M, ja
1 1 .
F(t) = (Z cos 2t, S sin 27t).

Kujutuse astak on konstantne ja vordub 1. Kujutus on injektiivnhe immersioon
ja kujutis on tasandi alammuutkond (vt joonis 23).
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Niide 3.3.6. Olgu N = (1,400), M =R% F : N — M, ja

Ry = (o

Kujutuse astak on konstantne ja vordub 1. Kujutus on injektiivne immersioon
ja kujutis on tasandi alammuutkond (vt joonis 24).

t+1
cos 2t, QLt sin 2mt).

Definitsioon 3.3.7. Kujutust F' : N — M, kus N, M on diferentseeruvad
muutkonnad, nimetastakse sisestuseks, (imbedding) kui

e [ on injektiivne immersioon,

e F: N - F(N) = N C M on homéomorfism, kus N topoloogia on
muutkonna M topoloogilise alamruumi topoloogia. N C M nimetatakse
muutkonna M sisestatud alammuutkonnaks (imbedded submanifold).

Sisestuse definitsioonist jareldub, et sisestatud alammuutkonna topoloogiline
struktuur on kooskélaline muutkonna M topoloogilise struktuuriga (iildise to-
poloogia mattes).

Néide 3.3.8. Olgu N =R, M =R2, F: N — M, ja
F(t) = (2 cos(t — g),sin 2t — g)).

Kujutus on immersioon, kuid ta ei ole injektiivne immersioon. Toepoolest, lihtne
arvutus néitab, et suvalise tdisarvu k € Z korral F(2kmw) = (0,0) (kujutuis on
alguspunkt). Jarelikult F(R) C R? ei ole tasandi alammuutkond (vt joonis 20).
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Naide 3.3.9. Veidi modifitseerime eelmist ndidet nii, et kujutus oleks injektiivne
immersioon. Oletame, et funktsioonil g : R — R on jargmised omadused:

1. g on Iopmata diferentseeruv,
2. g on monotoonselt kasvav funktsioon, st t1 < t2 = g(t1) < g(t2),
3. limy o g(t) =0, g(0) =7, limy— g(t) = 27.

Selliste omadustega funktsioon on, néiteks, ¢g(t) = 7 + 2 arctan(¢t) (vt graafik
21) Niitid eelmises néides kirjeldatud kujutust modifitseerime jargmiselt:

))-

P(t) = (2 cos(g(t) - 5).sin 2(g(t) -

| X

Veenduge, et F' on diferentseeruv kujutus, mille astak on 1 suvalise ¢ korral.
Jarelikult F on immersioon. Kujutis Im F' C R? on nidatud joonisel 22. Kujutis
néitab, et F' ei ole homéomorfism (kui meie vaatleme kujutist tasandi topoloogi-
lise alamruumina). Seega, kui kujutus on injektiivne immersioon, sellest veel ei
jareldu, et ta on sisestus. Mainime, et Im F' on tasandi alammuutkond (immersed
submanifold), kuid ta eil sisestatud alammuutkond (imbedded submanifold).

Viimases naidest jareldub, et kas kujutus on immersioon voi sisestus soltub ku-
jutuse globaalsest struktuurist, mitte lokaalsest. Toepoolest, viimase néide ku-
jutus on injektiivne immersioon ja sisestus t % 0 piisavalt viikeses timbruses,
kuid globaalselt ta ei ole sisestus, kuigi ta on injektiivne immersioon.
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Teoreem 3.3.10. Olgu F': N — M immersioon, kus N, M on diferentseeruvad
muutkonnad, ja dim N < dim M. Iga punkti p € N korral leidub tema {imbrus

UCN nii, et F‘U :U — F(U) C M on sisestus.

3.4. Regulaarne alammuutkond

Eelmises punktis oli defineeritud alammuutkonna maiste. Diferentseeruva muut-
konna M alammuutkond N C M on diferentseeruva muutkonna N kujutis
N = F(N), kui kujutus F : N — M on injektiivne immersioon, kusjuu-
res F : N - N C M on difeomrfism. See on koige iildisem alammuutkonna
moiste ja teda hakkati laialt kasutama (ta osutus eriti effektiivseks Lie rithmade
teoorias) Claude Chevalley teadustoode majul (vt [(]). Alammuutkonna N di-
ferentseeruv struktuur on difeomorfne (ekvivalentne) muutkonna N diferentsee-
ruva struktuuriga ja iildiselt kaudselt seotud muutkonna M, mille alamhulgaks
ta on, diferentseeruva struktuuriga.

Definitsioon 3.4.1. Olgu N C M diferentseeruva m-muutkonna M alamhulk.
Oeldakse, et alamhulgal N on n-alammuutkonna omadus, kui Vp € N korral
leidub punkti p koordinaatiimbrus (U, ¢), U C M koordinaatidega z!, 22, ..., 2™
selline, et

e o(p) =(0,0,...,0) e R™,,

e o(U) = C™(0), kus C™(0) on m-mootmeline kuub keskpunktiga algus-
punktis ja € > 0,

e $(UNN)={xecCm0): 2" =...=2™ =0}
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Kui N on alamhulk n-alammuutkonna omadusega, siis koordinaatiimbrust iilal-
pool kirjeldatud omadustega nimetatakse punkti p eelistatavaks koordinaatimb-
ruseks N suhtes.

Olgu 7 : R™ — R"™, kus m > n, projektsiooni kujutus
(e, 2, .. 2" 2" ™) = (oh, 22, 2.

Lemma 3.4.2. Kui N C M on diferentseeruva m-muutkonna M alamhulk n-
alammuutkonna omadusega (n < m), siis N on diferentseeruv n-muutkond jéirg-
mise struktuuriga:

1. N on topoloogiline n-muutkond muutkonna M alamruumsi topoloogia suh-
tes,

2. diferentseeruv struktuur on mddratud atlasega {(Vi, Vo) }aca, kus Vo =
Us(N\N C N, o = m0dq . Va — R, kus {(Uq, ¢a) }aca on muutkonna

M koikide eelistatavate koordinaatkaartide alamhulga N suhtes kogum,

3. sisaldamine i : N — M on sisestus muutkondade N ja M diferentseeruvate
struktuuride suhtes.

Definitsioon 3.4.3. Diferentseeruva m-muutkonna M regulaarseks n-alammauu-
tkonnaks (regular submanifold) N nimetatakse muutkonna M alamhulka N C
M n-alammuutkonna omadusega ja diferentseeruva struktuuriga, mis on maa-
ratud muutkonna M eelistatavate koordinaatkaartide (N suhtes) kogumiga (vt
Lemma 3.4.2 punkt 2).
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Naide 3.4.4. Olgu f : U — R, U C R" Iopmata diferentseeruv funktsioon.
Funktsiooni f gradiendiks grad f nimetatakse vektorvilja

" af
gradf =D a:{i Er

i=1

On ilmne, et grad f on sile vektorvili hulgal U. Olgu ¢ € R. Hulka S = f~!(c) C
R™ nimetatakse funktsiooni f tasemepinnaks (level surface), kui

L. S=fYHe)y={ze€U: flx) =c} #0,
2. iga p € S korral grad f(p) # 0.

Kasutades teoreemi poordfunktsioonist (vt 2.5.5) voi teoreemi kujutuse astakust
(vt 3.3.2), saab néidata, et funktsiooni tasemepind on muutkonna R" regulaarne
alammuutkond dimensiooniga n — 1. Seega, iga tasemepind on diferentseeruv
muutkond ja meil on diferentseeruvate muutkondade {isna suur ja téhtis klass,
kuhu kuuluvad nt koik tesist jarku pinnad, toor. Mainime, et diferentseeruvate
muutkondade klass on laiem kui tasemepindade klass, sest projektiivne ruum ja
Grassmanni muutkond ei ole tasemepinnad.

Osutub, et kehtib isegi iildisem teoreem:

Teoreem 3.4.5. Olgu N, M diferentseeruvad muutkonnad dimensioonidega vas-
tavalt n,m ja F' : N — M diferentseeruv kujutus. Kui muutkonna N igas punktis
kujutuse F astak on k < min(m,n) ja ¢ € F(N) C M on kujutise ImF C M
mingi punkt, siis F~(q) on muutkonna N kinnine regulaarne alammuutkond
dimensiooniga n — k.
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Jareldus. Olgu N, M diferentseeruvad muutkonnad dimensioonidega vastavalt
n,m ja m < n. Kui ¢ € M on selline punkt, et Q = F~1(q) # 0, ja hulga Q
igas punktis diferentseeruva kujutuse F' : N — M astak on m, siis Q C N on
muutkonna N kinnine regulaarne alammuutkond ja dim @ = n — m.

3.5. Lie riithmad

Selle punkti pohiobjektiks on Lie rithm. Lie rithmade teooria on viaga tahtis mitte
ainult matemaatikas, kuid ka teoreetilises fiilisikas ja mehaanikas.

Olgu G diferentseeruv muutkond. Oletame, et G on ka algebraline riithm korru-
tamistehtega (z,y) € G x G — z-y € G ja péérdelemendiga z € G — 27! € G.
Meenutame, et muutkondade otsekorrutis G x G on ka diferentseeruv muutkond.

Definitsioon 3.5.1. Diferentseeruvat muutkonda G nimetatakse Lie rihmaks
(Lie group), kui

1. G on algebraline rithm korrutamistehtega (z,y) € G x G — z -y € G,

2. kujutused (z,y) € GxG —2-y € Gjaz € G — 27! € G on diferentsee-
ruvad kujutused.

Kui G on topoloogiline muutkond ja algebraline rithm ning punktis 2 mainitud
kujutused on pidevad, siis mmutkonda G nimetatakse topoloogiliseks rithmaks
voi pidevaks rithmaks.
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Naiide 3.5.2. Regulaarsete n-jarku maatriksite rithm Gl(n,R) (téielik lineaar-
rithm) on Lie rithm. TGepoolest, punktis 3.1 naidatakse, et téielik lineaarriihm
on diferentseeruv muutkond. Meenutame, et Gl(n, R) on triviaalne muutkond, st
atlas koosneb iihest koordinaatkaardist (Gl(n,R), ¢), kusjuures maatriksi A =
(aij) € Gl(n,R) koordinaadid selles koordinaatkaardis on

2
#(A) = (a11,a12,...,01n, 021,022 ..., 02, ..., 0np) € R™.

Niitame, et kujutused (z,y) € G xG - z-y € Gjaz € G — 7! € G on
diferentseeruvad. Kui A = (ai;), B = (bg) € Gl(n,R) siis

A-B=C= (Cik) = (Z a,-jbjk),
Jj=1

kust jareldub, et korrutamisega maaratud kujutus on diferentseeruv kujutus,
kuna korrutise koordinaadid avalduvad maatriksite A, B koordinaatide kaudu
poliinomiaalselt. Kujutuse A — Al kuju koordinaatides on
Mo \T
Al = ((—1)’+]ﬁ> , (M;; on elemendi a;; tdiendusmiinor).

Seega, poordmaatriksi koordinaadid on ratsionaalfunktsioonid, kusjuures nime-
taja ei vordu nulliga, kuna maatriks on regulaarne. Jarelikult, kujutus A — A~!
on diferentseeruv kujutus ja

Gl(n,R) on n?-dimensionaalne Lie riihm.
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Naiide 3.5.3. Olgu C* =C — {0} = {z € C: z # 0}, kus C on kompleksarvude
korpus. C* on 2-dimensioonalne Lie rithm kompleksarvude korrutamise suhtes.
Toepoolest, C* on algebraline rithm, kuna z1,z5 € C* jareldub z; - z0 € C* ja
al = % € C*. Uhikelement on arv 1. C* on diferentseeruv 2-muutkond iihe
koordinaatkaardiga (C*,¢), kus ¢(z) = (z,y) € R? kui 2 = 2 +iy € C*.
Mainime, et koordinaatkaardiga (C*,¢) méa#ratud diferentseeruv struktuur on
reaalne diferentseeruv struktuur selles mottes, et komplekstasandi alamhulgal
C* maidratud funtsioon f : C* — C méiirab kujutust R? — {0} — R2?, kus
z = (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) ja f(z) = u(z,y) + tv(z,y). Kujutus on dife-
rentseeruv eespool méaaratud diferentseeruva struktuuri suhtes parajasti siis, kui
u(z,y),v(x,y) on lopmata diferentseeruvad funktsioonid (6eldakse, et f(z) on
R2-diferentseeruv). Teine voimalik struktuur on konformne struktuur, mis tugi-
neb holomorfse funktsiooni maistele (vt jirgmine punkt Riemanni pind). Niiid
veendume, et kujutused (z,2') e C* x C* - z-2/ € C* jaz € C* — % € C* on
diferentseeruvad. Kirjutame koordinaatides

(22) = (@), @ ¢) =2 2 = @' —yy, 2y +ya),
o Y
22 + y2’ x2+y2)'

2 = @y~ =

Nendest valemitest ndeme, et komponentfunktsioonid on lopmata diferentseeru-
vad.

Kui G, Gy on algebralised riithmad, siis G; x G2 on algebraline rithm korruta-
mistehtega (g1, 92) - (91, 95) = (91 - 91,92 - ¢5). Uhikelement on paar (e,e’), kus
e € Gy, € € Gs.
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Teoreem 3.5.4. Kui G1,Go on Lie rihmad, siis G1 X Go on Lie rihm muut-
kondade G1, Gy otsekorrutise diferentseeruva struktuuri suhtes.

Teoreem 3.5.5. Olgu G Lie rihm. Kui H C G on G algebraline alamrihm
ja H C G on muutkonna G regulaarne alammuutkond, siis H on Lie rihm
alammuutkonna diferentseeruva struktuuri suhtes.

Kasutades teoreemi ?? voime toestada, et jargmised rithmad on Lie rithmad.

Niide 3.5.6. Uhikringjoon S!' = {z € C : |z| = 1} on algebraline rithm komp-
leksarvude korrutamise suhtes. Kuna S' € C* on Lie rithma C* algebraline
alamriihm ning S' ¢ R? — {0} on regulaarne alammuutkond, siis teoreemi ??
tottu S' on Lie rithm. Teoreemist 3.5.4 jareldub, et T" = S' x 1 x ... x S!
on Lie rithm. Lie rithma T™ nimetatakse toroidaalseks riihmaks (toral group).
Toroidaalne rithm on Abeli rithm.

Olgu G Lie riihm. Kui g € G, siis kujutust L, : G — G defineeritakse valemiga
Ly(z) = g - ja nimetatakse elemendiga g mddratud vasaknihkeks (left transla-
tion by g). Analoogiliselt kujutust Ry : G — G, kus Ry(x) = x - g, nimetatakse
paremnihkeks. On ilmne, et vasaknihe L, (paremnihe Ry) on diferentseeruv ku-
jutus (teisendus). Suvalise g € G korral vasaknihe L, : G — G on bijektsioon,
kuna L,-1 : G — G on teisenduse L, poordteisendus, st L,-1 = Lg_l. Ku-
na poordteisendus on ka diferentseeruv, Ly on difeomorfism. Olgu Diff (G) Lie
rithma G difeomorfismide hulk. On ilmne, et Diff (G) on (algebraline) rithm,
kui korrutamistehteks on difeomorfismide kompositsioon. On lihtne naidata, et
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kujutus ¢ € G — L, € Diff (G) on (algebraliste) rithmade homomorfism, st
Lg-g’ = Lg o Lg/.

Naiide 3.5.7. Unimodulaarsete maatriksite rithm Sl(n,R) = {4 € Gl(n,R) :
det A = 1} on algebraline rithm ja regulaarne alammuutkond, seega Sl(n,R) on
Lie riihm. Algebralise rithma struktuur baaserub valemitel

det(A - B) = det(A) det(B), det(A~!) = —~— Si(n, R) C Gl(n, R).
det(A)

Néitame, et Sl(n,R) on muutkonna Gl(n,R) regulaarne alammuutkond. Sel-
leks kasutame teoreemi 3.4.5 ja kujutust F' : Gl(n,R) — R*, F/(A) = det A, kus
R* = R—{0}. Teiste sonadega, teoreemi 3.4.5 tdhestustes N = Gl(n,R), M = R*
ja F(A) = det A. Hulk R* on Abeli rithm reaalarvude korrutamise suhtes ja selle
struktuuri suhtes F' on algebraliste rithmade homomorfism. Kujutus F' on lopma-
ta diferentseeruv kujutus, kuna maatriksi determinant on poliinoom maatriksi
elementidest. Naitame, et kujutuse F' astak on konstantne. Olgu A € Gl(n,R)
mingi regulaarne maatriks ja det A = a # 0. Igale regulaarsele maatriksile
X € Gl(n,R) vastab rithma Gl(n,R) vasaknihe Lx : Gl(n,R) — Gl(n,R),
kus Lx(Y) =X -Y, Y € Gl(n,R). Kehtib

F(X)=LooFoLy1X.
Kujutuste ahelreeglist (vt 2.2.4)jdreldub, et
DF(X) = DL, o DF 0 DL 4-1 (X).

Seega,
rank DF(X) = rank (DL, o DF o DL 41 (X)).
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Kuid L 4-1 on difeomorfism, jarelikult DL 4-1 on regulaarne maatriks ja maat-
riksarvutust jareldub

rank DF(X) = rank (DL, o DF (A~ X)).

Rithma R* vasaknihe L, on arvuga a korrutamine, st L,(x) = ax, ja sellise
kujutuse Jacobi maatriks on arv a # 0, seega

rank DF(X) = rank(a DF(A™! X))) = rank(DF (A X)).
Kuna eelmine valem kehtib suvalise A € Gl(n,R) korral, votame A = X, siis
rank DF(X) = rank(DF(E))) = const. (3.5.1)

Seega, Sl(n,R) on Lie rithm. On lihtne ndidata, kasutades valemit (3.5.1), et F-i
astak on 1. Toepoolest, olgu X = (z;;). Arendades esimese veeru jérgi, saame

F(X)=zuXu +zaXoa+ ...+ 2 Xn,

kus X;; on elemendi z;; algebraline tdiend. Kujutuse F' Jacobi maatriks riihma
Gl(n,R) koordinaatides on

oF OF OF
DF(X):( S )
81‘11 63612 8x,m
On ilmne, et 8‘251 = Xy; (Xo1,..., X1 el sisalda x11). Seega aii b= 1, ja

rankDF = 1.
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Naiide 3.5.8. Viljateooriates on viga tdhtsad unitaarsed rithmad SU(N). Val-
jateooriat nimetatakse kalibratsioonivéljateooriaks, kui ta baseerub Lie riih-
mal. Ko6ige tuntum kalibratsioonivéljateooria on Yang-Millsi valjateooria, mis
baaserub Lie rithmal SU(2), st Yang-Millsi kalibratsiooniriihm on SU(2). Yang-
Millsi véljateooria on Maxwelli teooria iildistus. Rithm SU(3) on kromodinaa-
mika kalibratsioonirihmaks. Meenutame

SU(N) = {U € Gl(n,C) : detU =1, U - U' = E},

kus UT = UT. Maatriksit nimetatakse unitaarseks maatriksiks, kui ta rahuldab
U-U' = E. On lihtne niidata, et SU(N) on algebraline rithm. Niitame, et SU(2)
on Lie rithm. Kehtib

U-Ul=FE & U 'l=U"
Olgu

Unitaarsuse tingimus annab
-1 222 212 211 221
U-l= — || h A = U,
—Z21 211 212 222

Z11 = 222, Z12 = —Z91.

VOl
Seega,

UeSU(2) = U= < AL ) 211 |? + |z12? = 1.
—z12 Zn
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Olgu M(2, C) maatriksite

Z11 212
U= L
—Z12 211

hulk. Olgu 211 = x1 + iw2, 212 = 3 + ix4. Defineerime ¢ : M(2,C) — R*
jargmiselt

¢(U) = (w1, 22, 73,24) € R™

On ilmne, et ¢ on bijektsioon. Seega, M (2, C) on neljamdotmeline diferentseeruv
muutkond. Rithm SU(2) on eraldatud tingimusega

|211|2—|—|2’12|2:1 =2 $%+l‘g+$§+$i:1

Kolmemaatmeline sfadr S on muutkonna R* regulaarne alammuutkond. Korru-
tamisega miiratud kujutuse ¢ : R*xR* — R* komponendid muutkonna M (2, C)
koordinaatides on jargmised: kui ¢(U) = (1, z2, z3,24), ¢(V) = (y1, Y2, Y3, Y4),
siis ¢(U ’ V) = (‘Pl(xu y)v (,02(%, y)7 (p3(x7 y)7 904('7;7 y))? kus

e1(z,y) = T1y1 — Tay2 — T3Y3 — TaY4,
©2(,y) T1Y2 + T2Y1 + T3Ys — T4Y3,
e3(z,y) = x1Yy3 — Tays + T3y1 + T4y,
pa(T,y) = T1ya + Toys — T3Y2 + Tays.

Kuna funktsioonid ¢;(x,y) on poliinoomid koordinaatide suhtes, nad on 16p-
mata diferentseeruvad ja kujutus ¢ : R* x R* — R* on diferentseeruv ku-
jutus. Kui diferentseeruvat kujutust ahendame regulaarsele alammuutkonnale
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% 0 83 x 83 — S3, siis ahend ¢ on diferentseeruv kujutus. Ana-
S3x 53 S3%§3
loogiliselt niiitame, et kujutus U — U~! on diferentseeruv. Seega, SU(2) on

3-dimensionaalne Lie rithm. Mainime, et meie arutlusest jareldub:

Lie riihm SU(2) on difeomorfne 3-sfddriga S°

Naiide 3.5.9. Analoogiliselt saab néidata, et ortogonaalmaatriksite rithmad
O(n,R),SO(n,R) on Lie rithmad (harjutusiilesanne). Meenutame, et

O(n,R) = {A€Gl(n,R):A-AT = E}, (3.5.2)

SO(n,R) = {AcGl(n,R): A- AT = E det A = 1}. (3.5.3)

Definitsioon 3.5.10. Olgu G, G4 Lie rithmad. Kujutust F : G; — G2 nime-
tatakse Lie riithmade homomorfismiks, kui

e F on algebraline homomorfism,
e [ on diferentseeruv kujutus.

Naide 3.5.11. Muutkond G; = R on Lie rithm reaalarvude liitmise suhtes
(reaalarvude aditiivne rithm), Go = S' = {2 € C : |z| = 1} on Lie riihm
kompleksarvude korrutamise suhtes. Kujutus F : G; — Gag, kus F(t) = €?*™ on
Lie rithmade homomorfism. Analoogiliselt, G; = R" on Lie rithm liitmise suhtes,
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T" = 8! x ... x 8! on toroidaalne Lie riihm, siis kujutus F : G; — Ga, kus
F(ty,ta, ... t,) = (2™ 22 ¢i2min) on Lie rithmade homomorfism.

Teoreem 3.5.12. Kui F' : Gi — Go on Lie rihmade homorfism, siis ku-
Jutuse F astak on konstantne. Homomorfismi F tuum ker F' on muutkonna
G1 regulaarne alammuutkond ja, seega, ker ' C Gy on Lie rihm, kusjuures
dimker F' = dim G, — rank F.

Toestus. Olgu a € Gy ja b= F(a) € G2 elemendi a kujutis F' suhtes. Olgu e, ¢/
vastavalt rithmade G1, G2 tihikelemendid. Kehtib

F(z)=F(aa 'z)=F(a)Fla™'z) = Lyo Fo L,-1(x).
Sellest jareldub
DF(z) = DLy(F(a 'z)) - DF(a'2) - DL,—1(z).

Kuna vasaknihe on difeomorfism (suvalise elemendi korral ja suvalises punktis),
siis DLy(F(a"'x)) ja DL,-1(x) on regulaarsesd maatriksid. Seega, rank DF(x) =
rank DF(a~'z), ja kui votame a = x, siis rank DF(z) = rank DF(e) = const.
Homomorfismi omadustest teame, et ¢ € ImF. Seega, teoreemi 3.4.5 tottu
ker F = F~1(¢/) C Gy on muutkonna G; kinnine regulaarne alammuutkond.
Kuna ker F' on G algebraline alamrithm, ker ' on Lie rithm (teoreem 3.5.5). A

Definitsioon 3.5.13. Olgu G Lie rithm. Alamhulka H C G nimetatakse Lie
rihma alamrihmaks, kui

e H on G algebraline alamriihm, st 7,y € H = z -y~ ! € H,
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e H on G alammuutkond (immersed submanifold) ja H on Lie rithm alam-
muutkonna diferentseeruva struktuuri suhtes.

Teoreem 3.5.14. Kui H C G on Lie rihma G alamrihm ja H on requlaarne
alammuutkond, siis H on G kinnine alamhulk.

Kehtib ka poordteoreem: kui H C G on Lie riithma G alamrithm ja H on G
kinnine alamhulk, siis H on regulaarne alammuutkond. Tegelikult saab toestada
teoreemi (vt [V]): Kui H C G on algebraline alamriihm ja kinnine alamhulk, siis
H on Lie riihma G alamriihm ja, kuna H on kinnine alamhulk, H on regulaarne
alammuutkond.

Definitsioon 3.5.15. Olgu G Lie rithm ja M diferentseeruv muutkond. Oel-
dakse, et Lie rihm G toimib vasakult muutkonnal M (Lie group acts on M on
the left), kui on méaaratud kujutus 6 : G x M — M, mis rahuldab tingimusi:

e 0 on C*-kujutus (diferentseeruv),
e O(e,z) = x, kus e € G on tihikelement ja z € M,

e 0(g1,0(92,x)) = 0(g1 - g2, ), kus g1,92 € G, x € M.

Kui § : G x M — M on Lie riihma G vasaktoime muutkonnal M ja g € G
on fikseeritud, siis 6 indutseerib kujutust 6, : M — M, kus O4(x) = 6(g,z).
Definitsiooni 3.5.15 teisest tingimusest jareldub, et 8. = idy;. On lihtne veendu-
da, et iga g € G korral kujutus 6, : M — M on bijektsioon. Téepoolest, 6,1
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on kujutuse 0, poordkujutus (jareldub definitsiooni 3.5.15 viimasest tingimu-
sest). Kuna nii 6y, kui ka 6,-1 on diferentseeruvad, siis iga g € G' korral kujutus
4 on muutkonna M difeomorfism. Olgu Diff M muutkonna M difeomorfismide
rithm. Definitsiooni 3.5.15 viimane tingimus on ekvivalentne sellega, et kujutus
g € G — 0, € Dif M on homomorfism, st 6y,.4, = 8,4, 0 04,. Jérgnevas meie
sageli Lie rithma toimet kirjutame kujul x — ¢ - z jattes vahele 6.

Vasaktoime G x M — M indutseerib homomorfismi G — Diff M.
Vasaktoimet nimetatakse efektiivseks, kui selle homomorfismi
tuum koosneb ainult iihikelemendist e € G

Definitsioon 3.5.16. Olgu G Lie riithm, V' loplikum6otmeline vektorruum ja
GI(V) vektorruumi V' lineaarteisenduste Lie rithm (L € Gl (V) < ker L = {0}).
Lie rithmade homomorfismi p : G — Lin V' nimetatakse Lie riihma lineaaresitu-
seks (linear representation of a Lie group). Esitust nimetatakse taandumatuks
esituseks (irreducible representation), kui ei leidu sellist vektorruumi V' alam-
ruumi K (K on mittetriviaalne alamruum, st K # {0},V), et Vg € G,Vx € K
korral p(g) x € K, st p(g9) K C K.

Rithma G esitus p : G — Gl (V) tekitab rithma vasaktoimet 6 : G x V — V, kus
0(g,z) = plg) =.

Definitsioon 3.5.17. Olgu 0 : G x M — M Lie rithma vasaktoime muutkonnal
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M. Muutkonna M punkti p orbiidiks (orbit) Gp C M nimetatakse hulka

Gp={q¢eM:q=96(g9,p), g € G}.

Kui Gp = {p} (orbiit koosneb ainult punktist p), siis punkti p nimetatakse
muutkonna pisipunktiks (fixed point) Lie rithma G vasaktoime suhtes. Kui Gp =
M, siis vasaktoimet nimetatakse transitiivseks

Naiide 3.5.18. Olgu Lie rithm G = Gl(n,R) ja diferentseeruv muutkond M =
R™. Lie rithma Gl(n, R) vasaktoimet muutkonnal R" defineerime valemiga

(A, x)=A-x,

kus A on regulaarne maatriks ja x on iiheveeruline maatriks, mille elemendid on
punkti z koordinaadid, st ‘ -

0'(A,z) = Al x.
On ilmne, et antud toime on transitiivne toime alammuutkonnal R™ — {0} ja
efektiivne.

Naiide 3.5.19. Olgu Lie rithm G = O(n,R) (ortogonaalmaatriksite rithm) ja
M = R™. Vasaktoimet méaarame, nagu eelmises naides, valemiga

0'(A,z) = Ala?, A= (4}) € O(n,R).

On lihtne néha, et sellise toime orbiidid on ruumi R™ (n—1)-mootmelised sfadrid
keskpunktiga alguspunktis, seega, antud toime ei ole transitiivne, kuid ta on
efektiivne.
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Definitsioon 3.5.20. Olgu Lie riihm G toimib vasakult muutkonnal M, st
0:GxM — M. Kui p € M on muutkonna punkt, siis rithma G alamriithma
Gp ={g € G : 0(g,p) = p} nimetatakse isotroopiarithmaks (isotropy group or
stability group) punktis p. Kui iga p € M korral isotroopiariihm on triviaalne
G)p = {e}, siis |oeldakse, et G toimib vabalt muutkonnal M (a group acts freely
on a manifold). .

3.6. Riemanni pind

Meenutame, et f(z) on C-diferentseeruv punktis z = x + iy € C parajasti siis,
kui f(z) on R2-diferentseeruv (u(x,%),v(z,y) on midratud punkti (z,y) € R?
iimbruses ja on diferentseeruvad selles punktis, nt funktsioonide osatuletised on
madratud punkti imbruses ja nad on pidevad funktsioonid selles punktis) ja on
tdidetud Cauchy-Riemanni tingimus

(9f_0 8f:1<8f+,8f>®8u ov Ou ov

0z T 0z 2\ax 'oy) T oz ay oy ox

Kui funktsioon f(z) on C-diferentseeruv C* igas punktis, siis ta on holomoorfne
ehk analiiiitiline funktsioon.

Olgu S topoloogiline 2-muutkond.

Definitsioon 3.6.1. Topoloogilise 2-muutkonna S atlast {(Ua, ¢a)}aca, kus
¢ : Uy — C, nimetatakse konformseks atlaseks, kui iileminekufunktsioonid

$50d5" : pa(Ua[ |Us) C C — ¢p(Ua[ |Up) CC,
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on holomorfsed funktsioonid. Kui muutkonnal S on antud konformne atlas, siis
muutkonda S nimetatakse Riemanni pinnaks (Riemanni surfaces).
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4. Vektorviljad ja diferentsiaalvormid

4.1. Diferentseeruva muutkonna puutujaruum

Olgu M diferentseeruv m-muutkond, U C M lahtine alamhulk, p € U ja f :
U — R C*°-diferentseeruv funktsioon (vt def. 3.2.1). Olgu

C®(p)={feC®U):peU, UcCM,}.

Kui f,g € C®(p)ja f: U — R,g : V — R, siis iitleme f ~ g, kui leidub
selline W Cc UNV, et f‘w = g’w. Tahistame C*°(p) = C*°(p)/~ ja funktsiooni

f € C(p) ekvivalentsiklassi tihistame [f] € C°°(p) ning nimetame funktsiooni
kasvuks punktis p. On voimalik ndidata, et C°°(p) on algebra iile R jargmiste
tehete suhtes:

Afl=f, (f1+ Mgl = 1f +gl, [f]- gl :=1f - 9]

Definitsioon 4.1.1. Diferentseeruva muutkonna M puutujavektoriks (tangent
vector) punktis p nimetame lineaarkujutust X, : C*°(p) — R, kui ta rahuldab
Leibnizi valemit

Xp([f1-19]) = Xp([f]) 9(p) + f(p) Xp([9])-

Puutujavektorite punktis p hulk 7}, M on vektorruum, kui

(Xp + Yp)([f]) = Xp([F]) + Yo(lf]), (A Xp)([f]) := A (Xp((f]))-

Vektorruumi 7, M nimetatakse muutkonna M puutujaruumiks punktis p.
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Olgu F' : M — N diferentseeruv kujutus, p € M,q = F(p) € N. Kujutust
F*:C*(q) — C*°(p) defineerime valemiga F*([f]) = [f o F], kus [f] € C*(q).

Lause 4.1.2. Kujutus F* : C*°(q) — C*°(p) on algebrate homomorfism.
Definitsioon 4.1.3. Lineaarkujutust Fi : T,M — T; N, kus
F(Xp)(Uf]) = X (F*(I1), Xp € ToM, [f] € C(g),
nimetatakse kujutuse F' diferentsiaaliks.
Lause 4.1.4. Olgu L, M, N diferentseeruvad muutkonnad ja
F:UcL—-M, G:VCM-—N, FU)CV
diferentseeruvad kujutused.
a) Suvalises punktis p € U kehtib
(GoF)y=GxoF,: T,L - TyN, q=GoF(p). (4.1.1)
b) Kui F' : U C L — F(U) C M on difeomorfism, siis iga p € U korral
Fy : TpL — TppyM on isomorfism.

c¢) KuiU C M ja F = id‘U : U — U on samasusteisendus, siis suvalise p € U

korral Fy on puutujaruumi T, M samasusteisendus, st Fy = id‘T e
p

Toestus.
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a) Kui X, € T,L, [f] € C*(q), siis kehtib _ Home Page |
(GoF)(Xp)([f]) = Xp([fo(GoF)),

Guo Fu(Xp)([f]) = Gu(Fu(Xp))([f]) = Fu(Xp([f 0 G])) L »
= Xp([(f o G) o F).

Kujutuste korrutamise assotsiatiivsusest jareldub, et suvaliste X, € T}, L,

[f] € C*(q) korral kehtib (G o F)«(X,)([f]) = G« o Fu(Xp)([f]). Seega R
(GoF)y =Gy o0F,.

b) Olgu ¢ = F(p) € M. Naitame, et kui F,(X,) = 0,4, kus 0, on vektorruumi
T4, nullvektor, siis X, = 0,, kus 0, € T),L on nullvektor. Piisab, kui meie Page 139 of 152 |
néitame, et suvalise [g] € C*°(p) kehtib X,([g]) = 0. On ilmne, et [g o
F~1 € C*(q). Kehtib

0= Oq([g o Ffl]) = F*(Xp)([go F*l]) = Xp([(g o F*l) OF]) _ Xp([g]) Go Back |

Jarelikult, Fy on injektiivne. Nditame, et F on peale kujutus. Olgu Y, €

T,M. Kui [f] € C*(p), siis médrame puutujavektorit X, € T),L valemiga
Xp([f]) = Y;]([f o F_l]). Kehtib Full Screen |

Fo(Xp)(Il9)) = Xp(lg 0 F)) = Yy([g o (F o F1)] = Yy(lg) = Fu(X,) = Y.

i I
c) Iseseisvalt. Close |

Muutkonna M puutujaruumi ja diferentseeruva kujutuse F' : M — N Kkirjel-
damiseks lokaalsetes koordinaatides fikseerime: Olgu p € U C M ja (U, ¢) Quit |
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muutkonna M lokaalne kaart koordinaatidega (x') = (z',22%,...,2™), ¢ =
F(p) € V C N ning (V, ) muutkonna N lokaalne kaart koordinaatidega (y*) =
(yh,92,...,y") ning Yo Fop~t: y* = f¥z!,22%,...,2™). Lokaalne kirjeldus
on jargmine:

Kujutus ¢ : U — R™ on difeomorfism, seega kujutuse ¢ diferentsiaal ¢, :
TyM — Ty, R™ on vektorruumide isomorfism (vt Lause 4.1.4). Jarelikult,
dim T, M = m.

Puutujaruumi Ty, R™ baas on {821 " )}. Seega,
P
By = {Eip) = (6" (o] )}

’ T 0t lg(p)
on puutujaruumi 7, M baas lokaalsetes koordinaatides gt 22, ... ™.
E;»(f) = Afos71) kus f on punkti p timbruses méadratud sile funkt-

i,p - % ¢(p)7 p b

sioon,

X, =Y (Xpa') E;p, kus ' on koordinaatkaardi (U, ¢) i-s koordinaat-

funktsioon,

F.(E,) = DF(p) - B} & F.(Eip) = 4> " )E;,q, kus E, = {E!,,} on
P

puutujaruumi 7, N baas.
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e kui (U, ¢),(U’,¢') on muutkonna lokaalsed kaardid koordinaatidega vas-

tavalt 21,22, ..., 2™ ja 2/t 2’2, ..., 2'™, p € UN U’ ning iileminekufunkt-
sioonid on
P =1 g opiga] 2 m
gogp izt =x"(x,x%,...,2™),
¢O¢171 - x‘(x'l,a:’2,... 7x/m).

Puutujaruumis 7, M on kaks baasi E, = {E;,}, £}, = {E; ,}. Kehtib

- 0zY , , Ozl ‘
P9t o) T T dal g )T
Kui X, = a' E; ;, X, = a” B, siis
ti _ axli aj ai _ 6931 alj
oz lp(p) ox'i g/ (p)
On ilmne, et maatriks (%”g d ) on maatriksi (ngjz ) poordmaatriks.
»(p) ¢'(p)
st : :
63:'? ox’ _ s
9zt low) O™l *

4.2. Vektorviljad muutkonnal

Olgu M diferentseeruv m-muutkond ja TM = UpE v LpM thisosata hulkade
{T, M} iihend. Defineerime projektsiooni m : TM — M valemiga m(X,) = p,

Home Page |

Page 141 of 182 |

Go Back |

Full Screen |

Close |

Quit |


http://sites.google.com/site/globalanalysisut/

kus X, € T, M. On voimalik teha T'M diferentseeruvaks 2m-muutkonnaks, kus-
juures projektsioon 7 on diferentseeruv kujutus muutkondade M ja TM di-
ferentseeruvate struktuuride suhtes. Muutkonda T'M nimetatakse muutkonna
M puutujavektorkonnaks (tangent vector bundle of a manifold M). Mainime,
et puutujavektorkond on vektorkonna (vector bundle) erijuht ja vektorkonda-
de teooria on téahtis nii kaasaegses diferentsiaalgeomeetrias, kui ka teoreetilises
flitisikas ja mehaanikas.

Definitsioon 4.2.1. Kujutust X : M — T'M nimetame siledaks vektorvdljaks
muutkonnal (smooth vector field on a manifold) M, kui

o 7roX:idM, st X(p) =X, € T,)M,

e suvalise koordinaatkaardi (U,¢) korral X ’U soltub siledalt lokaalsetest
koordinaatidest z = (x!, 22, ... 2™), st X’U = fi(x) E;, kus f1: U - R

on 16pmata diferentseeruvad funktsioonid, st f* € C®°(U) ja E; : U —
7~ YU) C TM on miératud valemiga E;(p) = E;,. Ey = {E;} nime-
tatakse puutujavektorkonna T'M lokaalseks reeperiviljaks (local field of
frames) kaardi (U, ¢) koordinaatides ja funktsioone f? nimetatakse vektor-
valja X komponentideks lokaalse reeperivélja Ey suhtes.

Mdrkus 4.2.2. Kuna antud aine raames vaatleme ainult siledaid vektorvalju,
jargnevas kasutame terminit wvektorvdli pidades silmas sildat vektorvélja. Vek-
torvéljade vektorruumi tahistame DM.
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Mdrkus 4.2.3. Kui puutujavektorkonnal 7'M on konstrueeritud diferentseeru-
va, muutkonna struktuur, siis iilalpool antud definitsioonis voime teise punkti
asendada sonadega X : M — T'M on diferentseeruv kujutus.

Mdrkus 4.2.4. Kujutust X : M — T'M, mis rahuldab 7o X = id vektorkondade
teoorias nimetatakse loikeks. Seega, vektorkondade terminoloogias sile vektorvali
on puutujavektorkonna diferentseeruv loige.

Mdrkus 4.2.5. Vektorvéiljade siisteemi { X1, Xo,..., Xi}, X; € DM nimetatak-
se k-reeperivéljaks muutkonnal M (k = m juhul lihtsalt reepeerivéljaks), kui
muutkonna igas punktis p puutujavektorid Xi(p), X2(p),..., Xg(p) on lineaar-
selt soltumatud. Kui muutkonnal M eksisteeriks reeperivili, siis iga vektorval-
ja komponendid oleksid méaratud globaalselt ja oleks voimalik vektorvalja X
samastada kujutusega X : M — R™. Kui globaalne reeperivili muutkonnal
M eksisteerib, siis 6eldakse, et puutujavektorkond 7'M on triviaalne (sel juhul
TM = M x R™). Uldiselt globaalne reepeerivili ei eksisteeri, st puutujavek-
torkond ei ole triviaalne, ja takistuseks on muutkonna topoloogia (algebralise
topoloogia mottes). Nt sfisiril S? ei eksisteeri lineaarselt soltumatut vektorvilja
(isegi pidevat), st igas punktis vektorvélja vadrtus on nullvektorist erinev sfaéri
puutujavektor. See on algebralise topoloogia tuntud teoreem (Brouweri teoreem
voi zargoonis teda nimetatakse teoreemiks pealaest) ja meie ta toestame selle
peatiiki lopuosas kasutades vektorvalja singulaarse punkti, indeksi ja Euleri ka-
rakteristiku moisteid.

Lause 4.2.6. Kui F' : M — N on muutkondade difeomorfism ja X on vek-
torvéli muutkonnal X, st X € DM, siis kujutus ¢ € N — Y, € T,N, kus
Yy = Fu(Xp-1(q)), mddrab vektorvilja muutkonnal N.
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Lausest jareldub, et definitsiooni 4.2.1 teise punkti lokaalne reeperivali Eyr koos-
neb vektorviljadest E; = ¢, }( 6‘;) ja vektorvili E; on maaratud lahtisel hulgal
UcM.

Olgu 1 > m < n téisarv ja oletame, et M on ruumi R" regulaarne m-muutkond
(mainime, et M voib olla alammuutkond voi sisestatud alammuutkond). Muut-
konda M hakkame nimetama ruumi R" m-pinnaks. Juhul, kui m = n — 1
muutkonda M nimetame ruumi R” hdiperpinnaks. Olgu ', 2, ..., ™ ruumi R”
koordinaadid ja u!,u?,...,u™ ruumi R™ koordinaadid. Olgu (U, ¢) m-pinna
M lokaalne kaart, st ¢ : U — V = ¢(U) C R™. Kujutuse ¢ poordkujutust
tahistame v, st ¢ : V. — U C M. On ilmne, et ¢ on difeomorfism. Maini-
me, et pindade teoorias (m = 2,n = 3) kujutust ¢ : V' — R™ nimetatakse
parameetriliseks pinnaks, kusjuures sel juhul tavaliselt noutakse, et 1 oleks dife-
rentseeruv kujutus ja immersioon (pinna teoorias éeldakse regulaarne pind, mis
tahendab, et kujutuse ¢ Jacobi maatriksi astak hulga V' igas punktis on m).
Kuna :V C R™ — U C M C R" on kujutus ruumist R” ruumi R", siis voime
kirjutada

Y ozt =i (ul,d?, .. u™),
kus ¢ : V — R on lopmata diferentseeruvad funktsioonid. Meenutame, et
8%’ a =1,2,...,monsile vektorvili hulgal V' ja vektorvaljade siisteem {8%}27:1
on reeperivali hulgal V. Lokaalne reeperivali muutkonnal M tekib jargmiselt:

0
Ey = {Ea}a Eq = @b*(%)
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Kasutades valemit (vt puutujaruumi lokaalne kirjeldus)

of%
B i) = o P
leiame .
o' 0

(4.2.1)

CT ue ft
Kuna m-pind asub ruumis R", selle pinna igas punktis p € U C M on kaks baasi
{Eap},{Fip}, kus esimene on m-pinna puutujaruumi baas ja teine on ruumi
R” puutujaruumi baas ja valem 4.2.1 naitab, millised on m-pinna puutujaruumi
baasivektorite E,, koordinaadid puutujaruumi 7,R" baasil F;, = % > On
ilmne, et m-pinna puutujavektorite F, , lineaarkate on T,M ja valemist 4.2.1
jareldub, et T, M C T,R"™ on vektorruumi 7, R"™ alamruum.

Olgu ¢(p) = q € V ja 7y, : 5 — V parameetriline joon, kus
Yat) = (¢, ¢, ¢ g +6,¢H, . qT), <t <.

On ilmne, et v, on ruumi R™ a-s koordinaatjoon, mis 1labib punkti g. Selle joone
kiirusvektor on baasivektor E, ;. Joon 7, indutseerib pasrameetrilise joone 7, =
Yo~y : Iy — U m-pinnal M. Kehtib 4(0) = p. Parameetriliste joonte siisteemi
{Aa}?_, nimetatakse m-pinna M koverjoonelisteks koordinaatideks punkti p
iimbruses. Kehtib

G| _ 00
dt li=o p’&ua

oY ot 0
o el = Gl = Feo
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Meenutame, et iga T,R™ on eukleidiline ruum skalaarkorrutamisega <, >, (vt
2.3.2). Kunaiga p € M korral T,,M on vektorruumi 7,R"™ alamruum, siis skalaar-
korrutamine < , >, indutseerib skalaarkorrutamise m-pinna M puutujaruumil
T,M. Téahistame g =<, >, ‘T,,M' On ilmne, et g : T,M xT,,M — R on positiiv-
selt méaaratud siimmeetriline bilineaarvorm, mis on méaratud m-pinna M igas
punktis. Kui X,Y on vektorviljad m-pinnal M, siis on médratud funktsioon
9(X,Y)(p) = 9(Xp,Y,). Kujutuse 1 lokaalsetes koordinaatides u!,u?, ..., u™
kehtib
9(X,Y) = g(f*Ea, W’ Eg) = f* 1P g(Eq, Ep).

Tahistame gog = g(Ea, Eg) ja arvutame
w0 0w o
Ou® Ox'’ Qu® dzJ
_owow _ o o __ovow
 Oueouf T 0zt 0z T Oux ouP Y
- 31#1 8¢Z
© Ou Oub’

Gap = Q(Ea’E,H) =<

Jarelikult, lokaalselt ' '

oYt oYt

Ou® ub’

ja tuletatud valem néitab, et suvaliste vektorvaljade X, Y korral ja suvalise lo-
kaalse kaardi (U, ¢) korral funktsioon g(X, Y)‘U on lopmata diferentseeruv.

g<X7Y) - fah/@
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Definitsioon 4.2.7. Olgu M diferentseeruv m-muutkond. Kui muutkonna M
igas punktis on méaératud selline positiivselt maaratud siimmeetriline bilineaar-
vorm g : T,M x T,M — R, et suvaliste vektorviljade X,Y € DM ja suva-
lise koordinaatkaardi (U, ¢) korral funktsioon g(X, Y)‘U on lopmata diferent-
seeruv, siis (M, g) nimetatakse Riemanni muutkonnaks (Riemannian manifold)
ja g nimetatakse muutkonna M Riemanni meetrikaks. Kui (U, ¢) on muut-
konna M lokaalne kaart lokaalse reeperiviljaga Ey = {FE,}, siis funktsioone
9o = 9(Eq, Eg) nimetatakse muutkonna A meetrilisteks kordajateks kaardi
(U, ¢) koordinaatides.

Lause 4.2.8. Kui M on ruumi R™ regqulaarne m-muutkond (m-pind), siis (M, g)
on Riemanni muutkond, kus Riemanni meetrika g on indutseeritud ruumi R™
eukleidilise struktuuriga.

Niide 4.2.9. Olgu S? C R? kahedimensonaalne iihiksfair. Teame, et S? on
ruumi R? regulaarne 2-muutkond, seega Riemanni muutkond. Olgu ¢ : V — S?
sfadri lokaalne parametriseerimine, kus

V={(g,0) eR?:0< p <2m,0<8 <7},

ja
Y(p,0) = (cos ¢sin O, sin psin 0, cos 7).

Leiame sfadri meetrilised kordajad lokaalsetes koordinaatides u, v. Kehtib

0 : ., 0 ., 0
iy = 1[1*(%) = —smcpsme% —I—Coscpsmﬁa—y,
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3, 9 . 9 .0
FEy = w*(%) = coscpcosﬁ% < smgocos@a—y — sm@a.
Seega

Jpp =sin?0, gop =0, ggo = 1.

Olgu  : I — M,I = (a,b) C R parameetriline joon muutkonnal M, st «
on diferentseeruv kujutus. Parameetrilise joone kiirusvektoriks (velocity vector)
&(to) punktis tg € I nimetame muutkonna M puutujavektorit punktis p = a(to)

alto) = a*(ccllt’tto '

Olgu (U, ¢) punkti p koordinaatiimbrus ¢(p) = (z!(p), 2%(p), ..., 2™ (p)). Kehtib

Sl = o], UM =] (roa)

B % t:to([(fOQSil)o(('boa]) - C;lt‘tto(f l(t)’xQ(t)v axm(t))
T dt li=ty 02 ¢(p) T adt = Eip(If]) = 2*(to) Eip(If])-

Jarelikult

é(to) = &' (to) Bip,
kus ¢ o a(t) = (x'(t),2%(t),...,2™(t)). Seega, kui a : I — M on parameetriline
joon muutkonnal M, siis & on vektorvéli piki joont «, st iga t € I korral &(t) €
ToyM ja lokaalsetes koordinaatides

poalt) = (z*t),z2(t),...,z™(1)) = a(t) = i'(t) Ei(at)).
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Definitsioon 4.2.10. Olgu X vektorvali muutkonnal M. Parameetrilist joont
a: I — M, kus I =(a,b), 0€ I, nimetame vektorvilja X integraaljooneks, kui

Olgu W C R x M selline muutkonna R x M lahtine alamhulk, et Vp € M korral
leiduvad reaalarvud a(p) < 0 < b(p) nii, et

W (R x {p}) = {(t,p) : a(p) < t < b(p)}.

Tahistame I(p) = (a(p),b(p)) ja Is = {t € R: =§ < t < ¢}. On ilmne, et
W = UpemI(p) x {p}.
Definitsioon 4.2.11. Uheparameetrilise rihma lokaalseks toimeks muutkonnal

(a local action of one-parameter group on a manifold) M nimetatakse kujutust
0: W — M, kui ta rahuldab tingimusi:

a) suvalise p € M korral 0(0,p) = p,

b) kui (s,p) € W, siis a(0(s,p)) = a(p) — s, b(0(s,p)) = b(p) — s. Jarelikult,
kui a(0(s,p)) <t < b((s,p)), siis (s +t,p) € W ja peab olema téaidetud
O(t+s,p) =6(t,0(s,p)).

Uheparameetrilise rithma lokaalset toimet muutkonnal M ka nimetatakse vooks
(flow).
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Kuif: W =RxM — M, siis 6eldakse, et on méaaratud iiheparameetrilise rithma
R globaalne toime muutkonnal M. Kui kujutuses 0(t, p) punkt p on fikseeritud ja
t muutub vahemikus a(p) < ¢t < (p), siis muutkonnal M tekib tiheparameetriline
joon ap @ I(p) — M, ap(t) = 6(t,p), mis ldbib punkti p, st ap(0) = p. On
ilmne, et Ima, = {a,(t) € M : t € I(p)} C M on lokaalse toime orbiit. Kui
kujutuses (¢, p) parameetri ¢ vadrtus on fikseeritud, siis tekib kujutus, mida
tahistame 6;. Globaalse toime korral 0; : M — M iga t € R jaoks, kuid lokaalse
toime korral kujutus 6; on médratud muutkonna M lahtisel alamhulgal, mitte
kogu muutkonnal M. Olgu V; kujutuse 6; mééaramispiirkond, st V; = {p € M :

(t,p) € W}. Kui s on selline arv, et 0(s,p) € V,, siis kehtib 6, 0 05(p) = 0+5(p).
Lause 4.2.12. Kujutus 6; : Vi — V_; on difeomorfism.

Toestus. Oletame, et p € Vi, st (t,p) € W < a(p) < t < b(p). Néitame, et
0:(p) € V_;. Tepoolest, kehtib

a(p) <0<blp) = alp)—t<—-t<blp) —t=
= a(0(p)) < —t <b(bp(t)) = Ou(p) € Vs

Seega, 0; : V; — V_;. Analoogiliselt naitame, et 0_; : V_; — V;. Definitsiooni
4.2.11 kohaselt 6(—t,0(t,p)) = 0(0,p) = p, seega 6_; o 6; = idy,. Analoogiliselt
naitame, et 6; o 0_; = idy ,. Jarelikult 6, L—9_, Arvestades, et 6 diferent-
seeruvuse tottu kujutused 6; ja 0_; on diferentseeruvad, jouame jarelduseni, et
0; : V; — V_; on difeomorfism.

Definitsioon 4.2.13. Kui 6 : W — M on iiheparameetrilise rithma lokaalne
toime muutkonnal M, siis selle toime infinitesimaalseks generaatoriks (infinitesi-
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mal generator) nimetatakse vektorvélja X, mis on punktis p maératud valemiga

f(0(p)) — f(p)
t

X, (1)) = lim

= &y (0)([£]);
kus [f] € C*®(p),t € Is C I(p).

Teoreem 4.2.14. Olgu 0 : W — M dheparameetrilise rihma lokaalne toime
muutkonnal M ja vektorvili X lokaalse toime 6 infinitesimaalne generaator.

a) Kuip € Vi, siis 0 (Xp) = X,(p)-

b) Suvalise punkti p € M korral lokaalse toime orbiit oy : I(p) — M on
vektorvilja X integraaljoon, st éy,(t) = X (ap(t)).

c) Kui X, # 0, siis ap : I(p) — M on immersioon. Kui X, = 0,, siis orbiit
koosneb thest punktist, st iga t € I(p) korral oy (t) = p.

Kasutades teoreemi 2.4.10 on voimalik naidata, et kehtib poordteoreem
Teoreem 4.2.15. Olgu X vektorvili muutkonnal M ja p € M.

a) Leidub vahemik I(p) = (a(p),b(p)) C R, mis sisaldab 0, ja vektorvilja
X ainus intergaaljoon oy, @ I(p) — M, mis labib punkti p, st a(0) = p.
(Integraaljoone ainsus tihendab, et kui By : I'(p) — M on vektorv"lja X

te Y r p
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b) Kui W ={(t,p) e Rx M :t € I(p)} ja O(t,p) = ap(t), sits @ : W — M
on theparameetrilise rihma lokaalne toime muutkonnal M, st 0(0,p) = p,
a(f(s,p)) = a(p)—s,b(0(s,p)) = b(p) — s ning suvalise t € 1(6(s,p)) korral
t¢ o Hs(p) = Oy (p)

c) Uheparameetrilise rihma lokaalse toime infinitesimaalne generaator on
vektorvali X .

Uheparameetrilise riihma lokaalne toime muutkionnal M

)

Vektorvdli muutkonnal M . Integraaljooned on toime orbiidid.

Kui X on vektorvali muutkonnal M, siis punkti p € M nimetatakse vektorvél-
ja singulaarseks punktiks (singular point of a vector field) if X (p) = X, = 0,
ja requlaarseks punktiks, kui X (p) # 0,. Integraaljoonte geomeetrilised kujud
vektorvélja isoleeritud singulaarse punkti iimbruses on mitmesugused isegi di-
mensioonis kaks (tasandil). Joonistel 23, 24 on néidatud gradientvektorviljad
tasandil singulaarsete punktide iimbruses. Vapustav seos pinna topoloogia ja
pinnal méaratud vektorvélja singulaarsete punktide liikide vahel oli avastatud
ja kirjeldatud H. Poincaré ja Hopf’i toddes. Selle seose kirjeldamiseks kasutame
vektorvélja indeksi moistet. Antud konspektis meie ei anna indeksi iildist de-
finitsiooni (selleks meil puudub tarvilik formalism, kuid huvitatud lugeja voib
leida vastava materjali raamatus []).
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4.3. Vektorviljade Lie algebra ja Lie tutelis

Olgu p € M, X vektorvili muutkonnal M ja 6 : W — M vektorvilja X poolt
tekitatud tiheparameetrilise rithma lokaaltoime.

Definitsioon 4.3.1. Olgu X,Y € D(M). Vektorvilja Y Lie tuletiseks punktis
p € M vektorvilja X suhtes (Lie derivative) nimetatakse vektorvéilja LxY ', mida
maaratakse valemiga

L1
(Lx¥)p = lim — (Yp — 0 Yo p))

Olgu (¢, U) muutkonna M lokaalne kaart koordinaatidega z!, 2

. 0 )
X =X'—, Y| =Y"'—
U oxt’ U oxt’
vektorviljade kuju koordinaatkaardi (¢, U) lokaalsetes koordinaatides. Olgu 6 =

{0°(t, ', 2%, ..., 2™)} iiheparameetrilise riihma lokaalne toime lokaalsetes koor-
dinaatides, st

0; :x = (zl,2%,...,2™) € U — (0*(t, 2%, 2%,...,2™),...,0™m (¢, =t 22, ... 2™)).

, -, 2™ Olgu

Kui x — 6(z), siis selle kujutuse diferentsiaal 0y : T, M — Tp, )M avaldub
jarmiselt:

00t x)

Zoy(a) = 01 (Za), th(fv) Ol Z3,
kus Z, € T, M, Zy,,, € T, (o) M. Seega
00 (t, ) »
OYooa) = i, Y/ (O0))
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Arendame funktsiooni #% (¢, x) ritta ¢ jirgi punktis ¢t = 0. Kehtib

i o dei(t, o) 1 d%6i(t, x) 9
Ot ) =o'+ |t gt
Seega
; o (dbi(t,x ;
bYogy = YO0 + o (PLD) Yiyipt,p))

0 <d20i(t, )

— t2YI(0(—t
- OxI dt? ‘t:()) (6(=t.p)) +
Arvestame, et 6(t,z) on vektorvilja X integraaljoon, mis labib punkti z, seega
doi(t, x) ;
= X'(z).
dt ‘t:O (z)
Jarelikult
o Y -Yi(—tp) 0X'@)| .,
(LxY)p = Jim 3 (Vp = 6 Yotp) = lim t ~ Oad ‘d)(p)Y ()-
Kuid
Y, - YiO(— Y(O(— -Y, ;
lim p (9( t,p)) — —_lim (9< t,p)) b _ —£<YZ(9(—t,p))>’ .
t—0 t t—0 t dt t=0
Kasutades liitfunktsiooni diferentseerimist saame
Y, - Yi(0(— y? J(— y? ;
i Y~ Y (0(=tp) _ OY'(x)) O t,p)’ _9 (70)’ Xi(p)
t—0 t oxd  lg(p) dt t=0 oz |é(p)
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Seega

oY (x) N
0zI  lg(p)

0X'(x) N
0zI  g(p)

(LxY)p = X7 (p) Y7 (p) (X, Y] (p).

Teoreem 4.3.2. Kui X,Y on vektorviljad muutkonnal M, siis vektorvilja Y
Lie tuletis vektorvilja X suhtes on vektorvili LxY , mis avaldub vektorviljade
X,Y kaudu Lie kommutatoori abil, st

LxY = [X,Y].

4.4. Diferentsiaalvormid ja valisdiferentseerimine
Olgu V' m-mootmeline vektorruum iile R.

Definitsioon 4.4.1. Kovektoriks (covector) voi I-jarku vdlisvormiks nimeta-
takse lineaarkujutust w : V' — R, st 1-jarku vélisvorm w rahuldab lineaarsuse
tingimust

wlavy +bvy) =aw(v1) + bw(ve), a,beR v, v €V.

1-jarku valisvormid moodustavad m-mootmelise vektorruumi, kui 1-jarku valis-
vormide liitmist ja korrutamist reaalarvudega defineerida valemitega

(w+0)(v) =w)+6(v), (aw)(v)=aw().

1-jarku vélisvormide vektorruumi nimetatakse vektorruumi V' kaasruumiks (dual
space) ja tahistatakse V*.

Home Page |

Page 157 of 182 |

Go Back |

Full Screen |

Close |

Quit |


http://sites.google.com/site/globalanalysisut/

Naide 4.4.2. Olgu V m-mootmeline eukleidiline vektorruum skalaarkorrutami-
sega (v,w) € V xV —< v,w >€ R. Fikseerime vektorruumi V iihe vektori
v € V ja defineerime kujutust w : V' — R valemiga w,(w) =< v,w >, kus w on
vektorruumi V' suvaline vektor. Kuna skalaarkorrutis < v, w > on lineaarfunkt-
sioon nii vektori v, kui ka vektori w suhtes, kujutus w, on 1-jarku valisvorm.
Seega w, € V*.

Olgu {eq,e2,...,en} vektorruumi V' baas, st suvalise vektori v € V' korral keh-
tib v = v'e;. Kui w on 1-jarku valisvorm, siis ta on tiielikult méaaratud, kui
meie teame, millised on tema vaartused baasivektoritel. Toepoolest olgu antud
w(e;) = w;. Nuid suvalise vektorruumi V' vektori v korral arvutame 1-jarku
valisvormi w vaartuse jargmise valemi jargi

w(v) = w(z v'e;) = Zviw(ei) = Zviwi. (4.4.1)

Vektorruumi V' baas {e;} indutseerib kaasruumi V* baasi {07}, kus iga ¢/ on
1-jarku vélisvorm, jargmiselt

o'(e;) = 0. (4.4.2)

Baasi {0/} nimetatakse baasi {e;} duaalseks baasiks (dual basis). Seega, kui
w € V* on suvaline 1-jarku valisvorm, siis ta on esitatav baasivormide lineaar-
kombinatsiooni kujul w = w;o?, kus w; = w(e;) on reaalarvud. Kui vektorruumis
V' toimub iilleminek iihelt baasilt {eq,e,...,en} teisele {e],e5,... e}, kus
baasiteisenduse maatriks on A = (a?), st €} = ale;, siis kaasruumis toimub fiile-
minek baasilt 0!, 02,...,0™ baasile o’!,0'%,..., 0™ jargmiselt ¢" = bé-aj, kus

B = (b;) on maatriksi A poérdmaatriks, st a{ bl = (5%.
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Naide 4.4.3. Olgu V m-mootmeline eukleidiline vektorruum skalaarkorrutami-
sega (v,w) € VXV =< wv,w >€ R. Iga vektor v € V tekitab 1-jarku vélisvormi
wy (vt nédide 4.4.2). Olgu {e1, ez, ..., en} vektorruumi V baas, ¢;; =< e;,e; >
ja {o1,09,...,0mn} duaalne

Olgu V, W vektorruumid tile R, V- x W = {(v,w) : v € V,w € W} ja L(V x W)
vektorruumide V, W otsekorrutise lineaarkate, st

L(V X W) = {al(vl,wl) 4= CLQ(UQ,QUQ) 4o —i—aN(’UN,le) :
ai,as,...,ay € Rivy,vg,...,on € Vwy,wa,...,wy € W},

ehk L(V x W) on paaride (v,w) € V x W koikvoimalikud 16plikud lineaarkom-
binatsioonid reaalkordajatega. On ilmne, et L(V x W) on vektorruum. Konst-
rueerime vektorruumi L(V x W) alamruumi T jargmiselt: alamruum T koosneb
vektorruumi L(V x W) vektorite

(v1 + v2,w) — (v1,w) — (v2,w),

(v, w1 + wz) — (v,wr) — (v, we),
a(v,w) — (av,w), a(v,w)— (v,aw),

kus v1,v9 € V,wy,ws € W, a € R on suvalised vektorid ja arvud, koikvoimaliku-
test loplikutest lineaarkombinatsioonidest. Vektorruumi L(V x W) /T (vektorru-
mi faktorruum alamruumi jargi) nimetatakse vektorruumide V, W tensorkorruti-
seks (tensor product of vector spaces) ja tahistatakse V@ W. Kuiv € V;w € W,
siis paari (v, w) € L(V x W) ekvivalentsiklassi t&histatakse v @ w ja nimetatakse
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vektorite tensorkorrutiseks. Kui V, W on loplikumootmelised vektorruumid, nt
dimV =m,dim W = n ja {e1,ea,...,em}, {f1, f2,. .., fn} on vastavate vektor-
rumide baasid, siis dim V@ W =mn ja{e;® fo},i=1,2,...., m,a=1,2,...,n
on tensorkorrutise V ® W baas.

Olgu V loplikumo66tmeline vektorruum ja V'* selle kaasruum. Moodustame ten-
sorkorrutise
VP =VeVe..oVeV eV g..eV”

(r korda V' ja s korda V*). Selle tensorkorrutise elemente nimetatakse (r, s)-
tensoriteks ehk r-kontravariantseks ja s-kovariantseks tensoriks. Olgu T € V"*
ja {e;}.{o7} vektorruumide V, V* baasid (teineteise duaalsed baasid). Siis {e;, ®
..®e;, ®0M®...® 0%} on vektorruumi V™* baas ja

T=T2"€e ®...06,00"Q...00%,

kus kordajaid 77" nimetatakse tensori 7' komponentideks. Kui e; = alej, 0" =
-Js
i y .o
bjaJ , siis

0192...0p __ rpkika...ky i1 _i2 ir .01 7,02 ls
7—;1]'2..‘]'5 = Tlll%ls ap ag .. .akrbjlij ... bjs' (4.4.3)

Sageli (eriti diferentsiaalgeomeetrias, fiiiisikas ja mehaanikas) tensoriks nime-
tatakse kogumit {7772}, mis on méédratud igal baasil, ja iileminekul ihelt
baasilt teisele teiseneb valemi (4.4.3) jérgi.

Olgu M diferentseeruv m-muutkond, U C M muutkonna M lahtine alamhulk,
Tp,M muutkonna M puutujaruum punktis p € U ja T7M puutujaruumi kaas-
ruum.
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Definitsioon 4.4.4. Kujutust w : p € U — wp, € T7M, mis seab hulga U
igale punktile p vastavusse iiheselt maaratud kovektori wy,, nimetatakse esimest
jarku diferentsiaalvormiks voi 1-diferentsiaalvormiks (differential 1-form) hulgal

UcCM. 44 | 44

Olgu V' C U lahtine alamhulk, X € D(V) sile vektorvéli hulgal V' ja w 1-
diferentsiaalvorm hulgal U. Funktsiooni w(X) : V' — R hulgal V méérame
valemiga < | >

w(X)(p) = wp(Xp), pe M.

Definitsioon 4.4.5. Esimest jarku diferentsiaalvormi w hulgal U nimetatakse

siledaks esimest jiarku diferentsiaalvormiks, kui suvalise lahtise alamhulga V C U Page 161 of 152
ja suvalise sileda vektorvilja X € D(V) korral funktsioon w(X) : V. — R on

lopmata diferentseeruv funktsioon, st w(X) € C*°(V).

Kuna jargnevas meie vaatleme ainult siledaid 1-diferentsiaalvorme termin 1- Go Back
diferentsiaalvorm tdhendab sile 1-diferentsiaalvorm. Siledate 1-diferentsiaalvormi-
de mé#ramispiirkonnaga U C M hulka tiihistame Q(U). See on vektorruum iile

R, kui liitmist ja arvudega korrutamist maérame valemitega e
(w+w')p =wp+ wp,  (Aw)p = Awp.
Mainime, et Q!(U) on 16pmata dimensionaalne vektorruum. Olgu f € C(U) o
sile funktsioon ja w € QY (U) 1-diferentsiaalvorm. Korrutist fw méirame vale-
miga
(fw)p=f(p)wp, peUl. (4.4.4)
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On ilmne, et fw on 1-diferentsiaalvorm, kusjuures suvalise vektorvilja X korral
kehtib (fw)(X) = fw(X) (valemi parempoolel seisab funktsioonide f ja w(X)
korrutis). On lihtne niidata, kui f € C*°(U) on sile funktsioon ja w € QY(U)
on sile 1-diferentsiaalvorm, siis korrutis fw € Q! (U) on sile 1-diferentsiaalvorm.
Samas on lihtne veenduda, et Q! (U) on moodul iile funktsioonide algebra C*°(U)
korrutamise (4.4.4) suhtes.

Olgu f € C*(U) sile funktsioon. Funktsioon f indutseerib 1-diferentsiaalvormi
df € QYU), mille viirtust suvalisel siledal vektorviljal X € D(U) méirame
valemiga

df(X)=X/. (4.4.5)
Olgu (¢,V),V C U muutkonna M lokaalne koordinaatkaart koordinaatfunkt-
sioonidega z!, 22, ..., 2™. Hulgal V on méiratud vektorviljad %, 8%2, e %,

mis moodustavad reeperivélja ja suvalise vektorvilja X € D(U) korral kehtib
)
X — XZ = 3
v oxt’

kus vektorvilja komponendid X* on siledad funktsioonid méiramispiirkonnaga
V, st Xt € C*°(V). Igale koordinaatfunktsioonile 2* vastab 1-diferentsiaalvorm
dz' € QY(V), st

2t — dz'.
Kasutades valemit (4.4.5) leiame
G o0z’ ;
d L - ) = — = v
‘ (8333) dzi 7V
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mis naitab, et igas punktis p € V kovektorite {dle,, dazf,, ..., dx)'} siisteem on

kaasruumi 7y M baas, kusjuures ta on puutujaruumi 7, M baasi {% ¢(p)} duaal-

ne baas.

Diferentsiaalvorm w € QY(U) indutseerib m funktsiooni w; € C*°(V), kus i =
1,2,...,m, jargmiselt:

0
Wi =W (axi) 4 | »
Lause 4.4.6. Olguw € QY(U) I-diferentsiaalvorm ja (¢, V) muutkonna M koor-
dinaatkaart koordinaatfunktsioonidega x*, 2%, ..., ™ selline, et V. C U. Kehtib

w‘v =wyde! + wadz® + ... wpy dz™. (4.4.6) Page 163 of 152 |

Kui f € C®(U), siis 1-diferentsiaalvormi df avaldis koordinaatkaardi (¢,V')
koordinaatides on

Go Back
df\vzﬁdxl+a—fdx2+...+ﬁdxm. e

dx! Ox? dxm
Sellest jéreldub, et Q'(V) on Ioplikult tekitatud vaba moodul iile funktsioo-
nide algebra C*° (V') baasiga {dz',dz?,..., dz™}. Valemit (4.4.6) nimetame 1- Full Screen |

diferentsiaalvormi avaldiseks koordinaatkaardi (¢, V') koordinaatides voi 1-dife-
rentsiaalvormi avaldiseks lokaalsetes koordinaatides.

Olgu (3, W) muutkonna M teine koordinaatkaart koordinaatidega !, £2, ..., ™, Close |
kusjuures VN W # () ja koordinaatkaartide tileminekufunktsioonid on
o= gi(#t £2,. .., E™),
£ #(xt, 2%, .., ™), Quit |
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kusi=1,2,...,m. On ilmne, et maatriksid

1=(2). 5=(2)

on teineteise poéordmaatriksid, st

oxt OF ;. Of 9ad i

81 drk ~ K gad gk T W
Kui w on 1-diferentsiaalvorm, siis hulgal V' (W voime ta kirjutada nii kaar-

di (¢,V) koordinaatides z',z2,... 2™, kui ka kaardi (), W) koordinaatides
1,22, ..., ™. Jarelikult

. . 7 . )
w‘VﬂW = w; dx’, “"vnw = w; dz’.

Kuna diferentsiaalvormi kordajad w; on kovariantse tensorvilja komponendid
ja 1-diferentsiaalvormid dz' on kontravariantsed tensorvaljad, siis nad teisene-

vad {ileminekul iihelt koordinaatsiisteemilt x!, z2,... 2™ teisele £, £2,..., 4™
jargmiselt:
017 N
= 25, — 7J
Wy = B wj, dx 977 dz’.
Seega, 1-diferentsiaalvormi w avaldis kaardi (¢, W) koordinaatides on
: 017 ox' :
. 7 ,o k. . /]
w’VmW = w; dz’ = W 90t 57k dt® = w;di?. (4.4.7)

Valemit (4.4.7) nimetatakse 1-diferentsiaalvormi invariantsuseks.
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Definitsioon 4.4.7. Lineaarkujutust
Op : TpyM x T,M x ... xT,M — R
r—korda

nimetatakse r-valisvormiks punktis p, kui ta rahuldab
ep(XU(l)pv Xa(2)p coog Xa(r)p) = Sgn(g) 0p<X1p7 X2p 0009 7er)>
kus o € S, on arvude 1,2, ..., permutatsioon,

1 kui o on paaris permutatsioon
—1 kui o on paaritupermutatsioon

sgn(o) = {

ja Xip, Xop ..., X;p on muutkonna M puutujavektorid punktis p.

Definitsioon 4.4.8. Kujutust 6, mis seab muutkonna M lahtise hulga U igale
punktile p € U vastavusse iiheselt madratud r-vilisvormi 6, st 0 : p — 0,
nimetatakse r-diferentsiaalvormiks méaaramispiirkonnaga U C M. Kui U =
M, siis r-diferentsiaalvorm 6 on maéaaratud kogu muutkonnal M. Funktsiooni
0(X1,Xs...,X,), kus X1, Xo..., X, € D(U) on vektorviljad, méarame valemi-
ga
Q(Xl, X2 N ,XT)(p) = gp(le, X2p S aer)'

Funktsiooni (X1, Xs ..., X, ) nimetatakse r-diferentsiaalvormi 6 vairtuseks vek-
torvéljadel X1, Xo ..., X,.. Diferentsiaalvormi 6 nimetatakse siledaks r-diferen-
tsiaalvormiks, kui suvaliste vektorviljade X1, X5 ..., X, € D(V),V C U korral
diferentsiaalvormi H‘V vaartus vektorvaljadel X, X5 ..., X, on sile funktsioon.
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4.5. Diferentsiaalvormid ja Maxwelli teooria

Minkowski ruumiks voi aeg-ruumiks nimetatakse neljamdotmelist ruumi R* koor-
dinaatidega z*, kus pu = 0, 1, 2, 3, ja Minkowski meetrikaga 7, mille kordajad on

-1 0 0 O

0 1 00

0 0 0 1
st mo = —Lim1 = m1 = 2 = n33 = Lnu = 0, kui p # v. Koordi-
naati 2¥ tolgendatakse ajaks ja ilma iilaindeksita tdhistatakse ¢, st 2 = t.

Koordinaate x', 2%, 23 tolgendatakse kolmemé&dtmelise ruumi koordinaatideks,

st ! = 2,22 =y, 23 = 2. Jargnevas kolmemootmelise ruumi punkti koordinaa-
tidega x,y, z tdhistame x, st x = (z,y, z). Meetrika 7 tdhendab, et igas punktis
p € R* Minkowski ruumi puutujaruum TpR4 on varustatud bilineaarvormiga
n: TR x T,R* — R, kus

n(v,w) = N v* w”,

jav = (p;v*),w = (p;wh) € T,R* on Minkowski ruumi puutujavektorid punktis
p. Meetrika kordajatest moodustame ruutvormi

n(z,dz) = nu detds” = —dt? + dz® + dy® + d2?,

kus dx* on koordinaatide harilikud diferentsiaalid (mitte vélisdiferentsiaalid).
Juhime tahelepanu sellele, et Minkowski meetrika ei ole Riemanni meetrika, ku-
na ta ei ole positiivselt madratud. Minkowski meetrikat nimetatakse pseudo-
Riemanni meetrikaks. Seega Minkowski ruum on pseudo-Riemanni muutkond.
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Meetrika poolt méaratud kontravariantse tensori komponendid moodustavad
maatriksi (4.5.1) podrdmaatriksi, st

~100 0
0 100

wy

) =1 o o1 o (4.5.2)
0 00 1

Seega kehtib 771, = d.,.

Elektromagnetvalja kirjeldatakse elektromagnetvalja tugevuse abil, mis koosneb
elektrivilja tugevuse vektorist E(t,x) ja magnetvilja tugevuse pseudovektorist
B(t,x) (vektorit nimetatakse pseudovektoriks, kui ruumi orientatsiooni muut-
misel vektor muutub vastandvektoriks, nt vektorite vektorkorrutis). Juhime t&-
helepanu sellele, et nii elektrivilja tugevus, kui ka magnetvélja tugevus on vektor-
funktsioonid kuna nad soltuvad aeg-ruumi punktist (z#) = (¢, z,y, 2). Jargnevas
meie ei naita soltuvust aeg-ruumi punktist (voi selle punkti koordinaatidest)
kirjutades E, B. Olgu U C R* vektorfunktsioonide E, B médramispiirkond ja

E=(E;,E,,E,), B=(B;, By, B,),

kus vektorite komponendid E,, £y, I, ja B, By, B, on aeg-ruumi koordinaatide
lopmata diferentseeruvad funktsioonid. Elektromagnetvélja tugevust moodetak-
se eksperimentaalselt kasutades selleks laetuid osakesi. Kui laetud osake liigub
elektromagnetvéljas, siis tekib laetud osake interaktsioon elektromagnetvaljaga
ja elektromagnetvali osakest mojutab jouga

F=¢g(E+vxB), (Lorentzi jdud)
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kus g on osake laeng, v on osake liikumise kiirusvektor trajektoori antud punk-
tis. Sellest jareldub, et laetud osake liikumist elektromagnetvéljas kirjeldatakse
vorrandiga
dp
— =q(E x B
5 = ¢(E+vxB),

kus
mv

P:ﬁa
-2

jav=x%,x=x(t) = (z(t),y(t), 2(t)) on osake liikumistrajektoor (parameetriline
joon, kus parameetriks on aeg t) kolmemootmelises ruumis ristkoordinaatidega
x,y, z, m on osake mass, v = ||v|| on kiirus ning ¢ on valguse kiirus. Kui osake
laeng on piisavalt véike, siis osake mojujoud elektromagnetvéljale on véike ja seda,
voime ignoreerida. Kasutades selliste osakeste voo, mis liigub ldbi elektromag-
netvélja, ja uurides nende litkumistrajektoore, moodetakse elektromagnetvilja
tugevust.

Elektromagnetvilja tugevus (E,B) muutub nii aja jooksul, kui ka ruumis, ja
elektromagnetvélja tugevuse muutmine allub jargmistele vorranditele

divB = 0, (4.5.3)
0B
v +rotE = 0, (Faradey seadus) (4.5.4)
divE = ﬁ, (Gaussi seadus) (4.5.5)
€0
OE j
— —crotB = —i, (Ampere’i seadus) (4.5.6)
ot €0
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kus p on laengu tihedus, j = (jz, jy, j-) on vool ja €y on permitiivsus. Vorrandeid
(4.5.3) - (4.5.6) nimetatakse Mazwelli vorranditeks

Minkowski ruum R?* koordinaatidega x* ja Minkowski meetrikaga 1 on fiiiisi-
kalise ruumi, milles on fikseeritud inertsiaalsiisteem S, matemaatiline mudel.
Minkowski ruumi koordinaadid z° = t,2! = z,2? = y,2® = 2z on tekitatud
inertsiaalstisteemiga S. Olgu #* Minkowski ruumi teised koordinaadid, mis on
tekitatud teise inertsiaalsiisteemiga S, kusjuures meie teame, kuidas koordinaa-
did z# avalduvad koordinatide #* kaudu, st z# = x#(z”). Oletame, et meil
on elektromagnetvili, mille tugevus moodetud inertsiaalsiisteemis S on E, B ja
moodetud inertsiaalsiisteemis S on E, B. Moodustame kaks 4-jarku ruutmaat-
riksit

, , ,

-E, -E, —-E, —E, —E, —E.

0
E., 0 B, -B

’ ’

. E, 0 B, -B

F = Y F, = - , “ 2 &
( ;u/) Ey *Bz 0 Bx ’ ( ;w) Ey _Bz 0 B;t
E. B, -B, 0 E. B, —-B, 0

Eksperimendid néaitavad, et elektromagnetvilja tugevused E, B ja E, B moode-
tud erinevates inertsiaalsiisteemides on omavahel seotud jargmiselt:

0z’ 0x7
GG

F,, =F,

Seega elektromagnetvilja tugevuse komponentidest moodustatud suurus F),,, on
2-kovariantne tensorvali.

Home Page

Page 169 of 182

Go Back

Full Screen

Close

Quit


http://sites.google.com/site/globalanalysisut/

Niiiid néditame, kuidas diferentsiaalvorme saab kasutada Maxwelli teoorias. Kova-
riantse tensorvélja F},, komponentidest moodustame 2-diferentsiaalvormi F' jarg-
miselt:

F=F, dz" Ndz" (p<v).

Diferentsiaalvormi F', mille kordajad on elektromagnetvélja tugevuse kompo-
nendid, st nad rahuldavad Maxwelli vorrandeid, nimetame elektromagnetvdlja
tugevuse 2-diferentsiaalvormiks. Arvutame 2-diferentsiaalvormi F' vélisdiferent-
siaali dF'. Vilisdiferentsiaal dF' on 3-diferentsiaalvorm

OF,,
dF = dF,, Ndz! AN dx” = T;’ dx? Ndzt A dx” (p < v). (4.5.7)

Minkowski ruumi 3-diferentsiaalvormide mooduli Q3(R*) baasiks voime votta
3-diferentsiaalvorme

dt Nde Ndy, dtANdyANdz, dtANdzANdzx, dzAdyAdz.

Selle baasi esimene 3-diferentsiaalvorm (koordinaatide diferentsiaalide jarjestuse
tapsusega) tekib avaldises (4.5.7) kolm korda jargmiselt:

Indeksite kombinatsioon | 3-diferentsiaalvorm | Kordaja tema juures

c=0pu=1v=2 dt \dz N dy OF12/02°
c=1pu=0v=2 dx N\ dt N\ dy O0Fy2/0z?
c=2pu=0v=1 dy N\ dt A dx OFp1 /0x*
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Seega

8F12 8FOZ

OFp1
520 dt Ndx A dy + 92

dr Ndt Ndy + —5 dy Ndt Ndz =
oz

0B, O0E, O0F,
(228
ot Ox oy

Arvutades analoogiliselt kordajad teiste baasivormide juures saame

(8B, OE. OE,
dF = (at = az)dt/\dy/\dz—i-
0B, OE, OE,
(C,% — =+ 8Z)thdzAdx+

(8BZ OEy 3 OF,
ot ox oy
( 0B; n 0By n 0B,

ox y 0z

)dt/\dm/\der

)d:v/\dy/\dz.

Kasutades Maxwelli vorrandeid jouame tulemuseni

dF = 0.

Teine voimalus valemi (4.5.10) toestamiseks on kolmemdootmelise ruumi vektor-
analiilisi ja diferentsiaalvormide vahelise seose kasutamine. Meenutame

E — wyp=E-dr=E,dx+E,dy+ E,dz,

B — wh=B.dS=B,dyAdz+ BydzAdx+ B,dx Ady,

)dt/\da:/\dy.

(4.5.8)

(4.5.9)

(4.5.10)
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kus dr = (dz, dy,dz),dS = (dy A dz,dz A dz,dz A dy). Kehtivad valemid
dwiy =10t E-dS, dwd =divB-dV,

kus dV = dz A dy A dz on ruumi R® ruumala element (volume element). Elekt-
romagnetvélja tugevuse 2-diferentsiaalvormi voime kirjutada kujul

F = wh Adt + wh.

Vilisdiferentsiaali d Minkowski ruumis voime esitada kujul

0 0 0 0
d=dt N —+d —+d — +d — =d; +d,,
/\at+ x/\&n+ yA8y+ Z/\az t +

dt d'r

kus d, on valisdiferentsiaal kolmemootmelises ruumis. Diferentsiaalidel dy, d, on
omadused
(dt)2 = 0, (d'r')2 = 0, dt o dr + dr o dt = 0.

Seega

dF = dwhAdt+wd) =dwh Adt+dwl
= diwh Adt +dp why Adt 4 di wE + drwh

E B
= —8—-dr/\dt/\dt—l—rotE-dS/\dt—l—i-dS/\dt—l—divB-dV
=

ot ot
=0
0B .
= (E—f—rotE)-dS/\dt—l—dlvB-dV:O. (4.5.11)

Seega kehtib
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Lause 4.5.1. Elektromagnetvilja tugevuse 2-diferentsiaalvorm F' on kinnine di-
ferentsiaalvorm.

Tuletame meelde, et elektromagnertvilja tugevuse 2-diferentsiaalvorm on mé&a-
ratud hulgal U C R%, st F € Q%(U). Teame, et iga tipne diferentsiaalvorm on
kinnine. Kuna F' on kinnine 2-diferentsiaalvorm, siis kerkib loomulik kiisimus:
voib olla F' on kinnine selle parast, et ta on tdpne? Teiste sonadega, kas leidub 1-
diferentsiaalvorm w € Q' (U) selline, et F' = dw? Vastus sellele kiisimusele soltub
hulga U topoloogiast! Teame, et muutkonna topoloogia tahtsaks karakteristikuks
on de Rhami kohomoloogia riihmad H*(M). Kui de Rhami kohomoloogia riih-
mad H¥(M),k > 0 on triviaalsed , st H*(M) = {0}, siis tavaliselt 6eldakse, et
muutkoona M topoloogia on triviaalne. Naiteks, ruumi R™ voi lahtise kera B
korral

H(R") ~ R, HFR") ={0}, k>0,
H°(B") ~ R, HYBm) ={0}, k> 0.

T

See on samavéarne jargmise vaidega:

Poincaré lemma: Kui 0 € QF(R"),k > 0 on sile k-diferentsiaalvorm, siis
leidub sile (k — 1)-diferentsiaalvorm w € QFLH(R™) sel-
line, et 0 = dw.

Poincaré lemma naitab, et lokaalselt iga kinnine vorm on tdpne. Toepoolest olgu
w kinnine k-diferentsiaalvorm m-muutkonnal M jap € M. Teame, et muutkonna
suvalise punkti korral leidub selle punkti koordinaattimbrus (¢, U) nii, et p € U
ja¢: U — B", st U on difeomorfne lahtise keraga raadiusega r ja keskpunktiga
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alguspunktis. Diferentsiaalvorm (¢~1)*(w|y) on médratud lahtisel keral B, ta
on kinnine ja vastavalt Poincaré lemmale leidub (k — 1)-diferentsiaalvorm 6 €
QF=1(B™) selline, et (¢~ 1)*(w|y) = db. Seega (k — 1)-diferentsiaalvorm ¢* 6 on
maaratud muutkonna M lahtisel hulgal U ja

d(¢"0) = ¢ db = ¢* 0 (¢") " (wlv) = wlu,

kust jareldub, et lokaalselt w on tépne diferentsiaalvorm. Seega kiisimus, kas
kinnine diferentsiaalvorm on tépne, on muutkonna M globaalse struktuuri kii-
simus.

Uhiksfaari S™ korral
HO(S™) ~R, H*(S")={0}(1<k<n), H"(S")~R.

Jarelikult ruumi R"™ ja lahtise kera B)' topoloogia on triviaalne, kuid sfééri to-
poloogia on mitte triviaalne.

Oletame, et hulga U C R* de Rhami kohomoloogia rithm H?(U) on triviaalne,
st H2(U) = {0}. Sel juhul iga kinnine 2-diferentsiaalvorm on tépne. Seega leidub
w € QY(U) selline, et F = dw. Olgu

w= A, dz" = Aydz® + Ay da' + As da® + Az da®.

Diferentsiaalvormi w kordajaid A, nimetatakse elektromagnetvilja potentsiaali-
deks. Leiame, kuidas elektromagnetvilja tugevuse tensori komponendid avaldu-
vad potentsiaalide kaudu. Arvutame

oA, 04,
ozt  Ozv

F =dw=( )dat Adx” (p < v).
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Siit jareldub, et
o 0A, 0A,

B g Qv

Ulejasinud Maxwelli vorrandite (Gaussi ja Ampere’i seadus) kirjapanekuks di-
ferentsiaalvormide abil kasutame duaalse diferentsiaalvormi moistet. Meenuta-
me, et kui w on sile k-diferentsiaalvorm Riemanni m-muutkonnal M meetri-
kaga g, siis selle vormi duaalseks diferentsiaalvormiks nimetatakse (m — k)-
diferentsiaalvormi *w, mille komponente muutkonna atlase igas koordinaatkaar-

dis lokaalsete koordinaatidega x1, z9, ..., T, mairatakse valemiga
(%W) i j...s = G A 1l ikl
J1j2-dm—r —  Ciriz..ikjijegm—r9 -9 1121k
i1igedg
w €19, ik J1J2- - Tm—k (4512)

kus w2tk = gilll .. .giklkwlll%lk, €iriy..in, ON Levi-Civita tensor ja 1 < 41 <
<. ...<ip<m, 1 <51 <jo<...<Jmi <M.

Arvutame elektromagnetvélja tugevuse diferentsiaalvormi F' duaalse diferent-
siaalvormi *F. Mainime, et nad on 2-diferentsiaalvormid, st F,*F € Q*(U).
Olgu

*F = (%F), dat A dz”.
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Arvutame

(*F)o1 = easo 170> Fag = Fog = By,

(*F)oz = e1302n''n* Fi3 = —Fi3 = By,

(*F)os = e1203n''n** Fio = Fia = B,

(xF)az = eo123n"°n'! For = —Fon = By,

(xF)13 = €02131°°n** Foo = Fop = —E,,

(*F)lg =  €0312 7700?733 F03 = —F()g = Ez- (4.5.13)
Seega

*F = BydtANdrx+ Bydt Ndy+ B, dt Ndz
+E,dyNdz+ Eydz ANdx + E, dx A dy. (4.5.14)

Kasutades elektrivélja ja magnetvéilja vektorvélju, voime kirjutada
F=ul 2 _ 1 2

Definitsioon 4.5.2. 2-diferentsiaalvormi F' neljamootmelisel Riemanni voi pseudo-
Riemanni muutkonnal nimetatakse ASD-diferentsiaalvormiks (anti-self-dual diffe-
rential 2-form), kui ta rahuldab tingimust *F' = —F.

Arvutame duaalse elektromagnetvélja tugevuse diferentsiaalvormi vélisdiferent-
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siaali
d*F = —dwi Adt+ dwl = —d.wh A dt + diwd + drwd
= —rotB-dS Adt+ % -dSAdt+divE - dV
= (8—E —rotB) -dS Adt + divE - dV. (4.5.15)

ot

Niitid kasutades Maxwelli vorrandeid saame
dxF=—j-dSAdt+p-dV.

Moodustame 1-diferentsiaalvormi J = J,dz" = —pdt + j, dx + j, dy + j. d=z.
Selle vormi duaalne vorm on (kontrollige iseseisvalt)

xJ=—j-dSAdt+ p-dV.

Seega,
d(xF) = xJ. (4.5.16)

Vorrandeid

dF =0, d(xF)=xJ, (4.5.17)

nimetatakse Maxwelli vorrandite geomeetriliseks kujuks. Elektromagnetvélja le-
vimist vakuumis (p = j, = jy = j. = 0, st elektrilaenguid ja voolu ei ole)
kirjeldatakse vorranditega

dF =0, d(xF)=0. (4.5.18)

Sel juhul kinnine ASD-diferentsiaalvorm F' on vorrandisiisteemi (4.5.18) lahend.
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